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� ����� yux�p`sSp � vFx��wr yS���uyS��� �B��� ��� � � vFv���� � �B��� yux��±� � yux�p`s��mtw�w� � ��� � suq�sut��S��� tÁ��yux���sS���BsS���uyutw�w� � � v��Å�ì$pÅ���¿���s � yux��m� � yux�p`sgt��D��p`yD�&p¨p`��ySp z ���Bt � yuxi�Bygyux�t��g�SpB��y��)�BsS��t���© |F|�XN� � v ~ ��sS��� � �B����yux���sS�)t��Dq�sSp � � � �wr��p ����¿�����p`q¼��s��mx�p��)�B�%yS��ySp z ���Bt � � ��z x ��yux�tw��v��&p`s)x�t��YV3x���s�q�sSp`vFs¤� � ��� � x�t��m�SpB�&yV���BsS�$t����Kt��uyusut � � yS���tw��yux��/x�p`q���yuxi�Bymtwym�mtw�w� � � � �S�È� � � � � � ym�mtwyux�p � y�B�%r��)�Bsus¤�B��yVrZF��mtwyux�p � y��¿����Myux���t � q��wt����M���Bsus¤�B�%y�rpB� � ��s z xi�B��y¤� � tw�wtwyVr!p`s Ë yu�����¤���¬p`s �Mqi�Bsuyut z�� ���Bs q � suq¼pF�S�F�ª§¨���±yux�� z p � q�����yS�M��¡$¢1�/������s¤�B�m� � � �wt z¥ t z �����S�/�¬p`s � p`sS�	����y¤�Btw����Æ z xi�Bq�yS��s/«�pB�gyux�t�����p z���� ���%y � qi�Bv�� «`ÿ%ÉÈ��K�*�m� ySp`v���yux���sm�mtwyux�yux�t��m��p z���� ���%y � t���o)p`q%r¨sutwvFx%y z© {F|F|F}3~�{F|F|F�'� r±���$�D� � x��[H\J ��LNM �m��� ~ ý����&p`so���`�S�S�g�`�¾ç |F| t��m�msutwyuyS�����B��� � �Btw�%y¤�Btw����� � r � su����w�Û�
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� x�� � pF�Sy�t � q¼p`suyus¤�B�%y qi�Bsuy pB�yux�t��'�SpB�&yV���BsS��t�� z p`���St��uyutw��v pB� Ë ����� p`suv%�B��twé����ntw�nyux�sS�����KtwsS� z ySp`sut�����®� x�� �K�*�+L�aYbdc e �KtwsS� z ySp`sur � z p`��y¤�Btw��tw��v � yutw�wtwyVr�� � � z yut�p`��� � yux�� �K�D�+f�c gha �KtwsS� z ySp`sur � z p`�%y¤�Btw��tw��v¾q���p`yuyutw��v� � � z yut�p`��� � �B����yux�� �K�*� �KtwsS� z ySp`sur � z p`��y¤�Btw��tw��v �B�w��¡ ��� ��sut z �B����i�B�wrK�ut��9� � � z yut�p`��� z�� susS���%yu�wr�tw� z � � �����tw�åyux��'qi� z Ê`�Bv��F��¦�p`s���� z x � ��� ��sut z �B� � ��yux�p�� � yux���sS��t��	� Ë ��� tw�ªyux��'�KtwsS� z ySp`sur �K�*�m� z p`�%y¤�Btw��tw��v��B�w�� � � z yut�p`�������������� ySp t � q���� � ����y$yux�� �uq¼� z t Ë z � ��� ��sut z �B� � ��yux�p��¯�)ý�� � pF�uy z �`�S��� � p`���wrMp`���/� � � z yut�p`�tw� z � � �����¾tw�åyux�t�� Ë ��� z �B� � � z �B�w����� � rMr�p � s ¥ � �:q�sSp`vFs¤� � Æ�yux�t��� � � z yut�p`�å�mtw�w� � �	x���sS���3��yS��s�sS�È�&��susS���ySp �`� yux���� � �Btw� � � � z yut�p`��	ji ��p`y'ySp � � z p`�K� � �¤���6�mtwyux!yux���� � �Btw��	�q�sSp`vFs¤� � ÉÈ� � x�t�� Ë ��� � � � �B�w�wrz p`�%y¤�Btw���/�S��¿���s¤�B�*��p z �B��Æ¬� � Ç¨tw�wt��Bsur�É�� � � z yut�p`���$�����������¾tw�åyux�� z p � q � y¤�Byut�p`��� � � � y$yux����S��� � � z yut�p`�����BsS�x�t�������� ySp'yux�� � �Btw� q�sSp`vFs¤� � � � x�� Ë ����t��m�i� � ���¾�`��yux�� � �Btw�M� � � z yut�p`� � p`s$�B�¾� ��� sS��¿�t��Byut�p`��pB�Dyux�t���i� � � � tÁ�gtwyS�m������vFyux t�� � p`sS��yuxi�B�å�S��¿���� z xi�Bs¤� z yS��sS���¦ � suyux���s � p`sS� � yV�p±�KtwsS� z ySp`sut���� z p`��y¤�Btw��tw��v��ÈÇ�� � q������$�BsS�/tw� z � � �����¾tw�Myux���qi� z ÊF�Bv��F®
©F� � x�� �¨�D�lkYm-M�n[f �KtwsS� z ySp`sur � �mx�t z x z p`�%y¤�Btw����p`����p`s � p`sS� �ut � q����	�ÈÇ�� � q��������¬p`s��� z xå� ��� ��sut z �B�� ��yux�p¨�¯�#ýV�Ãp`sS����s±ySp � � ���`�utw�wr � ������sS�uy¤�B����� � ��� � yux��å�ÈÇ�� � q����¾q�sSp`vFs¤� � ���BsS���`�:�ut � q����¾�`�q¼pF�S�ut � ��� � �B��� � �S� �±�wt � twyS��� �S��y[H\J ��LNM � � � z yut�p`������ø�Ç�� � q����'q�sSp`vFs¤� � �	�BsS�'yux���sS�È�¬p`sS� �:v�p¨p¨��uy¤�Bsuyutw��v�q¼p`tw�%yg�¬p`s�yux�����p�¿¨t z � � �S��s��gø_� z x:�ÈÇ�� � q�����t��g�i� � ���'�mtwyux:yux�������yuyS��so�qp\	)�B���'yux����i� � �
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pB�_yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v�� � � z yut�p`� � p`s	�B�ª� ��� sS��¿¨t��Byut�p`� pB�_yux�t����i� � � � tÁ�9twyS��������vFyux t�� � p`sS��yuxi�B��S��¿���� z xi�Bs¤� z yS��sS���

{ � � x�� �K�D�lr�stb uNk �KtwsS� z ySp`sur � �mx�t z x z p`�%y¤�Btw�����B���Ksutw¿���sE	9q�sSp`vFs¤� � �&p`sD��� z x�� ��� ��sut z �B� � ��yux�p��¯� � x�t���Ksutw¿���s�q�sSp`vFs¤� �Xz p�¿���sS� � p`sS� z p � q��wt z �ByS���M�ÈÇ�� � q������ � �B��� � �S��� � p`sS���`�K¿F�B� z ��� z �Bqi� � tw�wtwyut�����pB�yux��vHKJ ��LNM q�sSp`vFs¤� � � tw��v:���B��v � �Bv��F�9ø� z xå�Ksutw¿���smq�sSp`vFs¤� � t��m�i� � ���M�mtwyuxMyux�������yuyS��sw��xo	/�B���yux�� �i� � ��pB�myux�� z p`susS���Sq�p`���Ktw��v¾� � � z yut�p`� � p`s �B�6� ��� sS��¿¨t��Byut�p`�6pB�myux�t��	�i� � � � tÁ��twyS��������vFyux t��� p`sS��yuxi�B�¾�¤��¿���� z xi�Bs¤� z yS��sS���
¦ip`sD�ÈÇ�� � q���� � z p`���ut�����s*yux�� �K�*� t � q���� � ���%y¤�Byut�p`��pB��yux��y�$p � � ��suv � ��yux�p¨�	�¬p`s�� ��� ��sut z �B��tw��yS��vFs¤�Byut�p`�H�� x�� � �Btw��� � � z yut�p`�±�¬p`s)yux�t�� � ��yux�p���t��)�i� � ���{z�|N}�~��-�'�i� � x�t��)� � � z yut�p`� � ySp`v���yux���sm�mtwyuxM�B�w�¯� � ÇKtw�wt��Bsur� � � z yut�p`���$����������� � t������ Ë �����åtw� yux�� Ë ���j� g�n[�-khs"��� �mx�t z x¾t�����p z �ByS���å�Byyux����KtwsS� z ySp`sur �K�D� � � x�� Ë ���p�� g�n=�-khs"� t��9���ut � q�����q�sSp`vFs¤� � � ��� � p`���uyus¤�Byutw��v�x�pÅ�¸ySp � �S��yux��)� � � z yut�p`�jz�|N}�~��h��� � �B��� twy�t��9��p z �ByS����By�yux��/�KtwsS� z ySp`sur �¨�D�lkYm-M�n[f � � x��/�Ksutw¿���smq�sSp`vFs¤� � �&p`s)yux��D�p � � ��suv � ��yux�p���t��)t � q���� � ���%yS��� tw�±yux��Ë ����xB� g�n[�hkhs���� �B���Mtwy�t��m��p z �ByS��� �By�yux��	�KtwsS� z ySp`sur �K�D�lr�s�b uNk �ýV�ª�`���Ktwyut�p`� � �:�KtwsS� z ySp`sur �i� � ��� �¨�D�WaEkqe>a t��tw� z � � �����åtw�¾yux�� qi� z ÊF�Bv��F� � x�t����KtwsS� z ySp`sur z p`��y¤�Btw���/�
�VyS���SyE	$q�sSp`vFs¤� � yuxi�By � �S�����S��¿���s¤�B� �¨�D� � � � z yut�p`����ySp��Sp`�w¿�� z p � q����ÈÇ±yS���Syq�sSp � ��� � ���y�)p`yux�yux���sS��� � �wyS�p � y¤�Btw����� � �B��� yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�6yut � � � �BsS� z p � qi�BsS���6�mtwyux yux��±�ÈÇ¨q¼� z yS��� ¿F�B� � ����� �K�D�WaEkqe>a z �B� � �� �¤���ª�&p`s�yS���uyutw��vM� � y � sS� ¿���sS�ut�p`����pB� �K�D� p`s�HKJ ��LNM ����������p`s � �B� � �S��s � r�p � � ��r q�sSp � � � �wrª����¿���s������� yux�t���KtwsS� z ySp`sur���� � pF�uyD�B�w�%¡ ��� ��sut z �B�¨��i�B�wrK�ut��H� � � z yut�p`����tw� �K�*� � �¤�9p`yux���s¯� � � z yut�p`���)Æ�� ��� ��sut z �B� � ��yux�p¨���*�B���$VBp`s� yutw�wtwy�r¸� � � z yut�p`���ûÉ � tÛ� �F� � yux���rÃxi��¿��ª����q���������� z t����Å� ¦�p`s��ÈÇ�� � q���� � � � � z yut�p`������	 � ��r � �¤���B��p`yux���s� � � z yut�p`� � �^�y	 � �mx�t z x � tw� y � su� � � �¤����yux��'� � � z yut�p`���òoy	 � �B��� �¤pMp`�H� � x�t�� � ���B����yuxi�By � ��¿���� tÁ�)r�p � s� �Btw�ªq�sSp`vFs¤� �Ðz �B�w���/p`���wr¾p`��� �K�D� � � � z yut�p`� � r�p �å� ��rå�B���Sp±�������å�S��¿���s¤�B�gp`yux���s�� � � z yut�p`����tw� z � � �����tw�!yux����wt � s¤�Bsur�� � x���sS�È�¬p`sS� �����h�U�Y���h���������-�����
�"�q�R�:�h���j���h� �Y���h�$�v�y� �¡�`��¢��d�����>�£�`�¤�¥���¦�h�¥�§�>¢��t�h�
���
�
¨�©oª�«�¬R¯® °�±o¨�©oªK²�®¯³�¬&�h�´�2¨�©oªm� � �������S��r�p � Ê���pÅ�N�mxi�Bymr�p � �BsS�	��p`tw��v��
;=<�µ ¶ 2+· A�2æ�3
)�;¸A @ �(� ���	�������
�K�D� t�����qi� z ÊF�Bv��/yuxi�By��`����� � �B�%r:� ��� ��sut z �B� z �Bqi� � tw�wtwyut����mtw�¾o���`�S�uqi�`��ç |F| � �B���:tw� z � � �����)� � � z yut�p`���t � q���� � ����yutw��v z p � q����ÈÇ �B�wv�p`sutwyux � ���_����� ��z x � twymt���� s¤�Byux���sm���Bsuv��	�B��� z p � q����ÈÇM�SpB�&yV�)�BsS�F�_ì$pÅ���¿���s �� �Stw��v �¨�D� tw��r�p � s¹H\J ��LNM q�sSp`vFs¤� � �)t��)��p`y)�Kt�º z�� �wy��By)�B�w� ��»��>�h¼������>�½�¥���-�\���h�½���h¼h�D�§�>�����-���¾�������
�
¿
�q�t�h���)�¥���½����¢q�����
�$�t�-�À���h� ��¦7�Btw� � sS��ySp�sS���`� yux�����p z���� ���%y¤�Byut�p`� � ��r z � � �S� r�p � ySp � �S� �K�*� tw�6�B�� � � p`q�yut � �B�*�)��r � p`s z p`� z � � ���	yuxi�By �K�D� t�� � �S�������S��q�sS� � �By � sS���wr��� x�� � ���uy/����rªySp�v���y	�uy¤�BsuyS���ªt��/ySp Æ¬��É$�����Bsu� x�p��,���uq¼� z t Ë z �K�*� � � � z yut�p`� ��� �Sy � � z �B�w����� � �B����mxi�Bymtwy�sS��y � su���mp`�M�ÈÇKtwy � Æ � É�uy � �Kr±yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v��ÈÇ�� � q�����Æ&�ûÉ_vFtw¿����Mtw��yux�t�� � �B� � �B�Û� � x�����r�p ��Sx�p � ����yusur±ySp �Sp`�w¿����B��p`yux���s�q�sSp � ��� � � � r � p��KtÁ�&r�tw��v yux����ÈÇ�� � q����/q�sSp`vFs¤� � �Bym�mtw�w� � p`s � r��¬p`�w��p��mtw��vv � t������wtw������tw� z � � �����ªtw� yux�t�� � �B� � �B�Û�����Btw� �ÈÇKq���sut���� z � � r��Sp`�w¿¨tw��v�r�p � s	p��m� q�sSp � ��� � �Å®��Sy¤�Bsuy � rª��St � q�����q�sSp � ��� � � �msutwyS�$��� � �B�w�iq�sSp`vFs¤� � yuxi�By � �¤��� �K�*� � � � z yut�p`���9ySp �Sp`�w¿��mtwy � �B��� z x�� z Ê yux���sS��� � �wyS���� x����åyusur � � p`sS���Kt�º z�� �wy$q�sSp � ��� � �)¦Dtw�i�B�w�wr � r�p �¾� ��r����B�%y�ySp��uy � �Kr�yux����Ksutw¿���s$q�sSp`vFs¤� � �¬p`s��� z x� ��� ��sut z �B� � ��yux�p¨�¯�
ä ����q Ê¨��p��m�����Kv��:pB�)¡ ��� ��sut z �B�_��i�B�wrK�ut��/t��/��p`y���� z ���S�û�Bsur�� ý����¬� z y � r�p � z �B� � �S�����uq¼� z t Ë z �K�*�� � � z yut�p`�¾ySp:�Sp`�w¿���q�s¤� z yut z �B��q�sSp � ��� � ��mtwyux�p � yÊ¨��p��mtw��v±x�p��Nyux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v±� ��� ��sut z �B� � ��yux�p���)p`suÊ¨�'Æ�twy�t�������p � vFxåySp Ê¨��p���x�pÅ�Ntwy � � �uy � � � �S���iÉÈ�_ì�p��)��¿���s � tÁ��r�p � �BsS�/�Û� � tw�wt��Bs��mtwyux�¡ ��� ��sut z �B��$�i�B�wrK�ut�� � r�p � � ��r��uy � �Kr	x�pÅ�!��� z x�� ��� ��sut z �B� � ��yux�p¨��t��Dt � q���� � ���%yS���'tw� �K�*� �P�� � �BsuÊK���&p`s�� � suyux���st � q�sSpÅ¿�tw��v �K�D� Æ&p`s�yux�t�� � �B� � �B�(É�BsS���B�w�)��r¨����� z p � �F�
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� x�� �K�D�+L�aYbdc e �KtwsS� z ySp`sur:tw� z � � �����m�S��¿���s¤�B� � yutw�wtwyVr:� � � z yut�p`���)�msutwyuyS����tw� ¥ � �K��úåpF�uy�pB�Hyux�� � �BsS� z �B�w�����
� r ¡ ��� ��sut z �B�i��i�B�wrK�ut��g� � � z yut�p`���9tw� z � � �����:tw� �K�*� �%¡$p`yS��yuxi�By � �utw� z �ÈHKJ ��LNM t��9�uyutw�w�itw������¿�����p`q � ���%y ���� � y � sS��¿���sS�ut�p`�MpB�ÈH\J ��LNM � ��r±tw� z � � ��� � � tw�wy ~ tw� � yutw�wtwy�r:� � � z yut�p`��� � �ut � tw���BsmySp�yux�pF�S��q�sS���S���%yS����x���sS�F�ýV��yux�t�� z �`�S� � yux�� z p`susS���Sq�p`���Ktw��v � yutw�wtwy�r�� � � z yut�p`��tw� z � � ������tw��yux�� �¨�D�+L�aYbdc e �KtwsS� z ySp`sur:�mtw�w� � �$��������yS�����sSp � � � y � sS��¿���sS�ut�p`���pB� �¨�D� �

Q�<>; É A¯�V�V�`A��ü��2'����A��	�BA��
ÊÌË�ÍlËtÍ6ÎBÏZÐ�Ñ`ÒdÓÌÔ
� x�� z p`���Sy¤�B�%y¡Õ�Ö$×'ØhÙ'|hÚ!��� Ë ������yux��å� � �B�w�����uy:q¼pF�utwyutw¿��å� ��� � ��s � ε

� �mx�t z x��¤�Byut�� Ë ���±yux��åtw����Â � �B�wtwy�r
1+ ε > 1

� ä � �ySp z p � q � yS��s�Bsutwyux � ��yut z � � �`���Ktw��v��	¿���sur±� � �B�w�7� ��� � ��smySp � ��twy�r � ��r±sS��� � �wy �>Û���¢��À�Ü�p`���F� � x�t�� z p`���uy¤�B��y$��� Ë ������Õ�Ö�×�ØhÙ�|-Ú��`� ε = 1.12 × 10−16
�

ÊÌË�ÍlË�ÊÞÝÈÑ
� x�� z p`���uy¤�B��y�ß�Ø'��� Ë ����� π

�mtwyux yux�� � �3ÇKt ����� � z�z�� s¤� z rMq���s � twyuyS��� tw��o���`�S�S�g�`�¯�)§�tw� z �
π
t���pB��yS���

� �S��� tw�å� ��� ��sut z �B� z p � q � y¤�Byut�p`��� � twy$t��$��� Ë �����ª�`�$� �K�*� z p`���uy¤�B�%y � � z�z�� s¤�ByS� ySp 16
��� z t � �B���KtwvFtwyS���

� x�t�� z p`���uy¤�B��y$��� Ë ������ß$Ø��`� π = 3.1415927410125732
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{ �¹Ùhô�Ø:W�ø�óÃÆ��wtw���±�mt��Kyux7É ��� Ë �����'x�p������ z xn� � � z yut�p`� z�� su¿��±�mtw�w� � �:q���p`yuyS���¯�£ÙPô´Ø:W�ø'ó z �B� � ���B�tw��yS��v���s � p`s���¿�� z ySp`s)pB�Htw�%yS��v���sS��®gtÁ�¯twy_t��)�B�:tw��yS��v���s � �B�w� z�� su¿����_�mtw�w� � �q���p`yuyS���:�mtwyux���yux�t z Ê������S���Â � �B�¼ySp�ÙPô�Ø7W�ø'ó�q�tÁÇK�����ùF�tÁ�Dtwymt��m��¿�� z ySp`s � ��� z x z�� su¿��/�mtw�w� � �$q���p`yuyS��� � �utw��v'yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v

© }



�9sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B� ¥ ¡$� ¿���sS�ut�p`� ©F� �F|
yux�t z Ê¨�����S�±� ��� � ��s�tw�Ãyux��¾¿�� z ySp`s¡Ùhô�Ø7W�ø�ó�Æ�yux�� Ë sS�uy�� � � z yut�p`� z�� su¿��¾�mtw�w� � �Mq���p`yuyS��� �mtwyux#�yux�t z Ê¨�����S�)��Â � �B�7ySpvÙhô�Ø:W�ø�ó ����� � yux��$�S� z p`�����mtwyuxM�/yux�t z Ê¨�����S����Â � �B�iySp[Ùhô�Ø:W�ø�ó � ' � � �B���±�Sp	p`�7ÉÈ�� x��m���È�Û� � �wy�¿`�B� � ��t��yÙhô�Ø:W�ø�ó�ä � � �mx�t z x � ���B����yuxi�By_�B�w�K� � � z yut�p`� z�� su¿������mtw�w� � �mp`��� ~ q�tÁÇK����yux�t z Ê��� é���sSp p`s�����v%�Byutw¿��	�wtw���/�mt��Kyux � ���B���yuxi�By�yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v � � � z yut�p`� �mtw�w�H��p`y � �/q���p`yuyS���¯�

çK�Bø$Ø3��×t��9�$¿�� z ySp`s_pB��yV�)p	����� � ���%yS��®oø�Ø���× ���r� ��� Ë ������yux��m�Kt��uy¤�B� z � � ��yV�)������yV�)p z p`���S� z�� yutw¿��myut z �tw��yux��
x ~ �3ÇKt�� � �B���vø$Ø3��× � ' � ��� Ë �����gyux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v�yut z �g�Kt��uy¤�B� z �tw��yux�� y ~ �3ÇKt����D§¨��yuyutw��v	�B�%rpB�9yux����S��¿F�B� � ���$ySp q öX]�ø�|;kM����yS� �K�*�+f�c gha ��� z t�����yux�� yut z �/�uqi� z tw��v��¬p`syux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v �3Ç¨t����

ø$Ø3��× z �B���B���¤p � ���S��y$ySp±���Stw��vF����� ��� � ��s � tw���SyS���`�åpB�_�:¿�� z ySp`s�pB��yV�)p������ � ���%yS��F�tw��yux�t�� z �`�S� �� p`yux �3Ç����/�mtw�w��xi��¿��'yux�� �û� � � yut z ���uqi� z tw��v�� � x��'���È�Û� � �wy�¿`�B� � �'t��Dø�Ø���×Pä%k�ö;]'ø�|;knÆ&��Â � tw¿F�B�����%yySp�ø$Ø3��×häK#;k�ö;]'ø�|;kO�_k�ö;]�ø�|;k�2%É � �mx�t z x � ���B����yuxi�By �K�*�+f�c gha �mtw�w�)� � ySp � �Byut z �B�w�wr �S����� z y	yux�� yut z ��uqi� z tw��v �¬p`s � p`yux¾�3ÇK�����
ë�������Ø:W't��m� � p¨p`�����B� �Bsuv ��� ���%ymyuxi�By z p`��yusSp`�����mx���yux���smvFsut��±�wtw�������mtw�w� � ��¿�t��ut � ����p`s���p`y	Æ&���È�¬� � �wy�®ø��3]���ÉÈ�±��sut�� �wtw�������BsS���ux�p��m�n�`�	��p`yuyS��� ¿���suyut z �B���B��� x�p`sutwé�p`�%y¤�B�)�wtw�������By���� z x

x ~ �B��� y ~ yut z �sS���uq¼� z yutw¿����wr��
} �¹ÙhÖ�|�× Æ���� � ����q�pF�utwyut�p`�7Ém��� Ë ������mx���sS��yux���yut z ��� � �������mtw�w� � ��q�sutw��yS���¯�mýVymt����'¿�� z ySp`s$pB��yV�)p:����� ~� ���%yS�Å®yÙhÖ�|�× �F��� t��)yux�� x ~ ��� � ���¼q¼pF�utwyut�p`� � �B���¦ÙhÖ�|�× � ' � t��)yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v y ~ ��� � ���7q¼pF�utwyut�p`�H��

x ~ ��� � ����q¼pF�utwyut�p`�å��Â � �B��ySp 0
� ���B���$yuxi�By

x ~ yut z ��� � �����$�mtw�w� � ��q�sutw�%yS��� �By$yux�� � p`yuySp � pB��yux��� z sS�����WF¯�B�%råp`yux���s$¿F�B� � � � ���B����yuxi�By
x ~ yut z ��� � �����$�mtw�w� � �	q�sutw��yS���å�����Bs�yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v�yut zpB�¯yux��

x ~ �3ÇKt����9§�t � tw���Bsu�wr � � y ~ ��� � ���iq¼pF�utwyut�p`�:��Â � �B��ySp 0
� ���B���yuxi�By

y ~ yut z ��� � �����9�mtw�w� � �mq�sutw��yS����By�yux������È�&y���Kv�� pB�gyux���� z sS�����WF7�B��r�p`yux���s$¿`�B� � � � ���B���yuxi�By
y ~ yut z ��� � �����m�mtw�w� � ��q�sutw��yS��� �����Bsyux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v:yut z pB�Dyux��

y ~ �3Ç¨t��Å� ÙhÖ�|�× z �B�å�B���Sp � ���'� ��� � ��s � tw���uyS���`� pB�_��¿�� z ySp`s$pB�gyV�)p� ��� � ��sS�ùF�tw��yux�t�� z �`�S� � x ~ �B��� y ~ yut z ��� � �������mtw�w� � ��q�sutw�%yS��� � �Stw��v x ~ ��� � �����B��� y ~ ��� � ���¯q¼pF�utwyut�p`���Â � �B��ySp�Ù-Ö�|�×¨� � x������È�Û� � �wym¿`�B� � �/t���Ù-Ö�|�×häK#�!"�+!K2 � �mx�t z x � ���B���myuxi�By
x ~ �B��� y ~ yut z ��� � �������mtw�w�� �/q�sutw�%yS���å�Bymyux�� � p`yuySp � �B��� yux��/���È��y����Kv��	pB�gyux��	� z sS����� � sS���uq�� z yutw¿����wr��

� �¹Ù�×�Ø:¬��:Æ���� � ���i�utwé��ÅÉ9��� Ë �����9yux���Stwé���pB�¯yux��myut z ��� � �������gýVy_t���/¿�� z ySp`s)pB�¼y��p ����� � ���%yS��®yÙ�×'Ø:¬�� �F������ Ë ������yux�� x ~ ��� � �����M�Stwé�� � �B��� Ù�×'Ø7¬�� � ' � ��� Ë �����±yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v y ~ ��� � �����utwé�� Æ � p`yux#tw�q�tÁÇ������ûÉÈ�	� é���sSp�p`s/����v%�Byutw¿�� ¿F�B� � � �&p`s�Ù�×�Ø:¬�� ���r� p`s=Ù�×'Ø7¬�� � ' � � ���B���/yuxi�By���p±��� � �����/�mtw�w� � �q�sutw�%yS���n�¬p`s'yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v �3ÇKt����£Ù�×'Ø:¬�� z �B�¸�B���Sp � ���å� ��� � ��s � tw���uyS���`� pB�/�¾¿�� z ySp`s�pB�yV�)p¾� ��� � ��sS��F�tw�6yux�t�� z �`�S� � x ~ �B��� y ~ yut z ��� � �������mtw�w� � �:q�sutw�%yS��� � �utw��v�� ��� � ���)�utwé��:��Â � �B�_ySpÙ�×�Ø:¬���� � x�����È�Û� � �wy_¿F�B� � ��t��+Ù�×'Ø7¬���äK#�0"�(032 � �mx�t z x � ���B���yuxi�By � p`yux x ~ �B��� y ~ ��� � �����_�mtw�w�7xi��¿����x���twvFx%y�pB�
9
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«¨���t�����¿�� z ySp`s	pB�_y��p ����� � ����yS� � ��� Ë ��tw��vM�mx���sS�'yux�� z ���%yS��s pB�yux�� �3ÇK���/�mtw�w� � �F�	ýV�_vFtw¿���� � yux���3Ç������mtw�w� � � z sSpF�S�S���:�By x =
� �F��� � y =

� � ' � F�tÁ�¯p � twyuyS��� � yux������È�¬� � �wy¿`�B� � ��t��w�Nä q ö;]'ø�|Xk � �mx�t z x� ���B���yuxi�By_yux�� z ����yS��smpB�¼yux����3ÇK����mtw�w� � ��By x = 0, y = 0
� �`� � � � �B�Û�gýÛ�¯yux�� z ����yS��smpB�¼yux����3ÇK���t���p � yS�ut����	yux��/¿�t��ut � ��� x ~ p`s y ~ �3ÇKt��ms¤�B��v�� � yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v��3Ç¨t����mtw�w����p`y � �/¿¨t��ut � ���F�

ùK� W�Ø�×3�-|hÚ�øª��� Ë ����� yux�� x ~ z p¨p`sS�Ktw�i�ByS���'pB��yux��:�Kt�� z p`��yutw� � twyut������åýVy � � �uy � �±� y¤� � ���:pB��yux����&p`s �#-õ � W$Ø�×3��� õ�'XW�Ø�×3���K8�83892 � �mx���sS��õ � W�Ø�×3�Mt�� �¾¿�� z ySp`s'��� Ë ��tw��vªyux����Kt�� z p`��yutw� � twyut�����pB�yux�� Ë sS�uy� � � z yut�p`� � õK'%W�Ø�×K�	t����¿�� z ySp`s��� Ë ��tw��v:yux����Kt�� z p`�%yutw� � twyut�����pB�Dyux��	�S� z p`����� � � z yut�p`� � �B��� �Sp'p`�H�¦�p`s��ÈÇ�� � q���� � W�Ø�×3�h|-Ú�ø�äK#�#�4 � 2��(#�!"�1'�2�2 � ���B���$yuxi�Byyux�� Ë sS�uy�� � � z yut�p`�¾xi�`�/���Kt�� z p`�%yutw� � twy�rª�By
x = −1

� �B���¾yux����S� z p`���¾� � � z yut�p`��xi�`��yV�p��Kt�� z p`��yutw� � twyut������By
x = 0

� �B���
x = 2

Æ�yux���sS���uy�pB�yux�� � � � z yut�p`��� � tÁ�q�sS���S����y � xi��¿��'��pM�Kt�� z p`�%yutw� � twyut����ÈÉÈ��ýV�yux���sS��t���p`���wr�p`��� �Kt�� z p`�%yutw� � twyVrª�¬p`s��vFtw¿���� � � � z yut�p`� � yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v��Bsuv ��� ����y_tw��W$Ø�×3�-|hÚ'ø z �B� � ���/� z �B���Bs � tw���uyS���`�:pB�¯��¿�� z ySp`s��¦�p`s	�ÈÇ�� � q���� � W�Ø�×3�-|hÚ�ø�äK#�4 � �1#%!&�('�232±t�����Â � tw¿F�B�����%y�ySpDW$Ø�×K�h|hÚ'ø'ä�#�#�4 � 2"�(#%!&�('32�2�� � x��'���È�¬� � �wy¿F�B� � �/t�� W�Ø�×3�h|-Ú�ø�äK#�2 � � ���B��tw��v:yuxi�By$�B�w�¼� � � z yut�p`����xi��¿�����p��Kt�� z p`��yutw� � twyut������
© �



¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
ú ã%ô�¡#iïû�%ó
ýV�¾�B�w�¯yux����&p`�w��pÅ�mtw��v±�ÈÇ�� � q������ � õ � � õK' � õ3) � õ3* � �B���¦õ�,��BsS� � �¤��s ~ ��� Ë �����M� � � z yut�p`����®
©F��ß�Ù�|høK¦%]'Ú��Zå§õ � �(#�4 � 8+,��('32��1#�4:)&�(-32�ò'q���p`yS�/yux�� � � � z yut�p`��õ � �&p`s x ∈ [−1.5, 2]

��¦ � � z yut�p`� ¿`�B� � ����mtw�w� � �¾¿�t��St � ���å�By:yux��ås¤�B��v�� y ∈ [−3, 6]
� � x�t��±t��±yux�� � pF�uy��ut � q���� � �S�¾pB�	yux��)ß�Ù�|-ø3¦�]�Ú��� � � z yut�p`� � �mx���sS���B�w��p`q�yut�p`�i�B�D�Bsuv ��� ���%yS�/�BsS�	�S��ymySp yux���tws���È�Û� � �wy�¿F�B� � �����

{ ��ß�Ù�|høK¦%]'Ú��ZåF#-õ � � õ�'��Eõ3)32"�(#�47'��1'�2"�(#�4;'��()32�� ø��3]����1#�'"� � � � 2�ò�q���p`yS�¯yux�sS���g� � � z yut�p`���¯�¬p`s x ∈ [−2, 2]
�¦ � � z yut�p`�n¿F�B� � ���	�mtw�w� � � ¿¨t��ut � ���:�By	yux��:s¤�B��v�� y ∈ [−2, 3]

� � x�� Ë sS�uy	� � � z yut�p`� z�� su¿����mtw�w� � �
2 ~ q�tÁÇ�������yux�t z Ê � �mx�tw����yux���p`yux���sS�m�mtw�w� � � 1 ~ q�tÁÇK���Hyux�t z Ê��

çK��ß�Ù�|høK¦%]'Ú��ZåF#-õ � � õ�'��Eõ3)32"�(#�47'��1'�2"�(#�4;'��()32�� ø��3]���� � �1# � �(!�8+,�2�� ø��3]���� � ò�q���p`yS�$� � � z yut�p`���Dõ � � õK' ��B���½õ3)	�&p`s
x ∈ [−2, 2]

�g¦ � � z yut�p`�±¿F�B� � ����mtw�w� � �m¿�t��St � ����By_yux��s¤�B��v�� y ∈ [−2, 2]
�g�$�w��� � � z yut�p`�z�� su¿������mtw�w� � �q���p`yuyS�����mtwyux � yux�t z Ê¨�����S�m��Â � �B�7ySp'p`����q�tÁÇK���Û� � t z ��tw��yux�� x ~ �3ÇKt��)�mtw�w� � ���ux�p��m��By

x = −2
� −1

�
0
�
1
�
2
F�yut z �tw� yux��

y ~ �3Ç¨t����mtw�w� � ���ux�p��m�ª�3y y = −2
� −1.5

� −1
� −0.5
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�
3
����sut��å�wtw�������mtw�w� � � �Sx�p��m�å�&p`s/��� z x x ~ �B��� y ~ yut z ����w�*��� � �������mtw�w� � ��q�sutw�%yS��������Bs�yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v:yut z �

ë���ß�Ù�|høK¦%]'Ú��ZåF#-õK)"� õ3*&�EõK,�2"�(#�47'��1-�2"�(#�4:*&�+*K2�� ø��3]����1# � � � �1'�2"�(#�'"�_k�ö;]�ø�|;k�2��^ø'��]���� � �(0"�_k�öX]�ø�|;k��
#-Ú$ØhÙ"�^Ú�ØhÙ��1'�2�ò�q���p`yS�g� � � z yut�p`���yõK) � õ3* � �B���jõ�,��¬p`s

x ∈ [−2, 6]
�D¦ � � z yut�p`�:¿F�B� � �����mtw�w� � ��¿¨t��ut � ����By	yux���s¤�B��v��

y ∈ [−4, 4]
� � x�� ���`�uy	� � � z yut�p`� z�� su¿����mtw�w� � � 2 ~ q�tÁÇ������	yux�t z Ê � �mx�tw����yux���p`yux���sS��mtw�w� � � 1 ~ q�tÁÇK���Hyux�t z Ê�� � t z �mtw�Myux�� x ~ �3ÇKt��m�mtw�w� � ���ux�p��m�¾�By x = −2

�
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�
2
�
4
�
6
FKyut z �uqi� z tw��v'�&p`syux��

y ~ �3Ç¨t����mtw�w� � � z p � q � yS���6� � ySp � �Byut z �B�w�wr�� �/sut��ª�wtw�����/�mtw�w� � ��q���p`yuyS��� �By	��� z x yut z ���$�w�Dyut z��� � �����/�mtw�w� � � q�sutw�%yS��� �����Bs�yux�� z p`susS���Sq�p`���Ktw��v yut z � �B���ªyux���rå�mtw�w��xi��¿����±x���twvFx%y pB� 9
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� x��/�3ÇK����mtw�w� � � z sSpF�S�S���±�By x = 0, y = 0
Æ¬� � ySp � �Byut z �S����� z yut�p`�7ÉÈ� � x��$���`�uy� � � z yut�p`� z�� su¿��$xi�`��'�Kt�� z p`��yutw� � twy�rå�By

x = 2
�

� x����S�'�ÈÇ�� � q������	�BsS��t � q���� � ����yS��� tw�ªyux����ÈÇ�� � q����'q�sSp`vFs¤� � p�J c ghaz��L%  �	¡$p`yS��yuxi�By&ß�Ù'|høK¦%]�ÚY����p������p`y z �����Bs$yux��	vFs¤�Bq�x¾�mtw����pÅ� � �È�¬p`sS�	q���p`yuyutw��v � �Sp yux���� � � z yut�p`�IW���öhô�8��hÙ��'öh�Kå�ò t�� z �B�w����� � �È�¬p`sS����� z xz �B�w�HpB��ß�Ù'|hø3¦�]�ÚY� � �ÈÇ z ��q�y�yux�� Ë sS�uyp`���F�
���X®%]�Øù��� å:¯�W���öPô�¯B��¯��%�3E�Ö�Ù�|hø�°-ß�Ù�|høK¦%]'Ú���¯�ò
Ù'|��hö'Ù¤õ%]�ÚY�ùø�Øh|hÚ õ � åE÷´ò£���hø3]���Ú ÷Y±7) �hÚKW
Ù'|��hö'Ù¤õ%]�ÚY�ùø�Øh|hÚ õ�'låE÷´ò£���hø3]���Ú ÷Y±;' �hÚKW
Ù'|��hö'Ù¤õ%]�ÚY�ùø�Øh|hÚ õK),åE÷´ò£���hø3]���Ú ÷Ç�hÚKW
Ù'|��hö'Ù¤õ%]�ÚY�ùø�Øh|hÚ õ3*oåE÷´ò£���hø3]���Ú�)�²�}�ö-ø�ó�81�h|�× å>÷�ò��hÚKW
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¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
ü ��:ô¨Ù>ý`ó
� ·���µ��¼ºg¹$µ¼®�J c ghaz�'L% r¡ �
þ µ�ÿ�µ����*µ����¼·�µ�½F®ÈJ c gha6�laGbÜc �
< <RQ 8ª��2¹A��Ó2�0n;���A��
<ÌË"ÊÌËtÍ6ÝDÒÜÓ�A��b	BA�	
� x���� � � z yut�p`�:ß�Ù'|hø���öhø�ö�q���p`yS�p`���	p`sS� � p`sS� � �S��s ~ ��� Ë �����¾���By¤� �¤��yS���
â ñK×%Øûô�ã

öh÷���×7W�öhø�ö-ä�ß�Ù�|-ø���ö-ø�ö,åE÷��9§�� ÷ � �9§ � êùé�î�ð'ñ'ê>ìoñ�Çùì,ë�ê>ìZæ�ð7«�ë�ê�¨Yé$ð%©�ñùç�ê'ñ�ð%ªhæ$êz���$ð�©�ê�¨tìlèhæ$ê�¨Yæ�ð7«�ë�êXª,ò
� x�� Ë sS�Sy��Bsuv ��� ����y � ÷ � t�����¿�� z ySp`s z p`��y¤�Btw��tw��vMyux�� x ~ z p�p`sS�Ktw�i�ByS���¬p`s���� z x ���By¤�:q¼p`tw�%y�� � x��'�S� z p`����Bsuv ��� ���%y � § � t��m� � �ByusutÁÇ z p`�%y¤�Btw��tw��v yux��

y ~ z p¨p`sS�Ktw�i�ByS�$�&p`s���� z xM���By¤��q�p`tw��y�F���� z x�sSp���pB�Hyux�� � �ByusutÁÇ§ z p`�%y¤�Btw����yux��
y ~ z p�p`sS�Ktw�i�ByS���±�¬p`s±��� z x5���By¤�6�S��y�F$yux���sS�È�&p`sS� � § ���r� t���� ¿�� z ySp`s z p`�%y¤�Btw��tw��v!yux�� y ~z p�p`sS�Ktw�i�ByS�����¬p`s/yux�� Ë sS�uy����By¤���S��y � § � ' � z p`��y¤�Btw����yux�� y ~ z p¨p`sS�Ktw�i�ByS�����&p`s/yux�� �S� z p`���ª���By¤���S��y � �B����SpMp`�WF*tÁ�mp`���wrªp`�������By¤�M�¤��y	t���ySp � �'q���p`yuyS��� � § z �B� � �:��¿�� z ySp`s�Æ���p`y � � �ByusutÁÇiÉÈ� � x��±�Bsuv ��� ���%yS�÷ � �B���È§ � �BsS����Â � tw¿`�B������y/ySp�yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v �Bsuv ��� ����yS�$tw�2ß�Ù'|høK¦%]�ÚY��®w÷ � t��/� ¿�� z ySp`s/�mtwyux�yV�p����� � ���%yS� � ����� z sut � tw��v�yux��/¿¨t��ut � ���/s¤�B��v���tw�Myux�� x ~ �3ÇKt���F�§ � t�����¿�� z ySp`s��mtwyuxMyV�)p:����� � ����yS� � ����� z sut � tw��vyux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v	¿�t��St � ����s¤�B��v��)�&p`s�yux�� y ~ �3Ç¨t���� � x���� � � z yut�p`� sS��y � su�����y¤� � ����ö-÷���×;W�ö-ø�ö � z p`�%y¤�Btw��tw��vtw�K�&p`s � �Byut�p`��� � p � yyux���3Ç����_� z �B�wtw��v��S����� z yS��� � r �¨�D�+f�c gha F�yux�t��9y¤� � ���t�� � �S�È� � �ip`���wr'tÁ�¯yux�� � �S��s_���B�%yS�ySp�t��S� � ���B��p`yux���smq���p`yuyutw��v'� � � z yut�p`�MySp � z ymtw��yux����¤� � ��vFs¤�Bq�x Æ&�S���/�S� z yut�p`�¾çK�èç � qi�Bv�� { ©$�&p`sm����y¤�Btw���ûÉÈ�� x����Bsuv ��� ����yS�wô�ö�Øùø � Ö�ø3§�Ö�� � Ö�×'Ø7¬�� � Ùhô�Ø:W�ø�ó � ø$Ø3��× � ���$Ø:W � Ù-Ö�|�× � Ù�×'Ø7¬�� � �B���È���BsS�p`q�yut�p`�i�B�Û� � x���tws� ���B��tw��v�t���`���¬p`�w��p����Å�

©F�+ô�ö�Øùø�t��'� � p¨p`�����B�n�Bsuv ��� ����y'yuxi�By z p`�%yusSp`�����mx���yux���s�yux���vFs¤�Bq�xn�mtw����p�� �mtw�w�_sS� � �Btw�n¿�t��St � ����3�&yS��s q���p`yuyutw��v p`s���p`y�Æ&���È�Û� � �wy�®jø'��]��%ÉÈ��ýVy t�����Â � tw¿F�B�����%y'ySp¾yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v �Bsuv ��� ���%y pB�
ß�Ù�|høK¦%]'Ú����

{ �BÖ'ø�§�Ö��¸Æ�q¼p`tw�%y y�r�q¼�ÅÉ'��� Ë ����� �mx�t z xÃ�ur � � p`�m�mtw�w� � � � �S��� ySp � �BsuÊ!��� z xÃ���By¤��q�p`tw��y�tw�¸��� z x���By¤�å�S��y�� o � susS���%yu�wr � yux���sS�M�BsS���S��¿���� q�p`tw��y y�r�q¼��� ��¿F�Btw��� � ����tw� �K�D�+f�c gha ®¾Æ | É��ut � q����:q¼p`tw�%y �Æò©ÅÉ z tws z ��� Æ���p`� ~¬Ë �w�����iÉ � Æ { É z sSpF�S�S��� z tws z ��� � Æ¬ç�É Ë �w����� z tws z ��� � Æ�ë�É�sS� z y¤�B��v � ���Bs¾Æ���p`� ~¬Ë �w�����iÉ � Æ } Éz sSpF�S�¤���MsS� z y¤�B��v � ���Bs � �B���6Æ � É Ë �w�����¾sS� z y¤�B��v � ���Bs��m�Óq�p`tw��y$y�r�q¼�������S�yuxi�B� 0
p`s�vFsS���ByS��s�yuxi�B�

6� ���B����yuxi�By	yux������By¤��q¼p`tw�%yS���mtw�w�9��p`y � � � �BsuÊ����¯�jÖ'ø�§�Ö�� z �B� � ���B� tw��yS��v���s � p`s���¿�� z ySp`s�pB�tw��yS��v���sS��®DtÁ��twy9t���B��tw�%yS��v���s � ���By¤�/q¼p`tw�%yS�9tw���B�w�i���By¤���S��yS���mtw�w� � � � �BsuÊ���� � r��/q¼p`tw�%y9y�r�q¼����Â � �B�ySp=Ö�ø�§'Ö���F�tÁ�Htwy9t����/¿�� z ySp`s � ���By¤��q¼p`tw�%yS�tw�±��� z x±���By¤�	�¤��y_�mtw�w� � � � �BsuÊ���� � r yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��vq¼p`tw�%ymy�r�q¼�/tw�Myux��/¿�� z ySp`s�Ö�ø3§�Ö��MÆ�q�p`tw��yS�mtw�Myux�� Ë sS�uy����By¤�'�S��ym�mtw�w� � � � �BsuÊ���� � rM��q¼p`tw�%ymyVr¨q¼���Â � �B��ySp�Ö�ø�§'Ö�� ����� � q¼p`tw�%yS�$tw�¾yux�� �S� z p`���å���By¤�:�S��y�mtw�w� � � � �BsuÊ���� � r¾� q¼p`tw�%y�yVr¨q�� ��Â � �B�*ySpÖ'ø�§�Ö�� � ' � � �B���å�¤p�p`�7ÉÈ� � x�� ���È�¬� � �wy�¿`�B� � ��t���Ö'ø�§'Ö��-ä � � �mx�t z x � ���B���$yuxi�By/�B�w�D���By¤��q�p`tw��yS��tw��B�w�����By¤�'�¤��yS�m�mtw�w� � ���ux�p��m�å�`����p`� ~¬Ë �w����� z tws z �������
çK�BÖ$×'Ø:¬��nÆ�q�p`tw��y'�Stwé��ÅÉ	��� Ë ������yux����utwé��:pB�yux����ur � � p`��� � �BsuÊ¨tw��vªyux��±���By¤�¾q¼p`tw�%yS��tw�n��� z xn���By¤��S��y��\Ö$×'Ø7¬�� z �B� �B�±tw��yS��v���s � p`s��	¿�� z ySp`smpB��tw��yS��v���sS��®�tÁ��twy�t��m�B��tw�%yS��v���s � ���By¤� q¼p`tw�%yS��tw� �B�w�����By¤��S��yS���mtw�w� � � � �BsuÊ���� � �utw��v±� q�p`tw��y�utwé��	��Â � �B�HySp�Ö$×'Ø:¬���F�tÁ�gtwy�t�����¿�� z ySp`s � ���By¤� q¼p`tw�%yS�tw�¾��� z x���By¤�±�S��y�mtw�w� � � � �BsuÊ���� � �utw��v±yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v±q¼p`tw�%y/�utwé���tw�åyux�� ¿�� z ySp`s¹Ö$×'Ø7¬���Æ�q�p`tw��yS��tw�yux�� Ë sS�uy����By¤���S��y�mtw�w� � � � �BsuÊ���� � �utw��v ��q�p`tw��y)�utwé��$��Â � �B��ySp[Ö�×'Ø7¬�� ����� � q¼p`tw�%yS�)tw��yux��$�¤� z p`������By¤���¤��yD�mtw�w� � � � �BsuÊ���� � �Stw��v���q�p`tw��y_�utwé��m��Â � �B��ySpDÖ�×'Ø7¬�� � ' � � �B�����Sp�p`�7ÉÈ� � x��m���È�Û� � �wy9¿F�B� � �t��ÈÖ�×�Ø:¬��-ä3) � �mx�t z x � ���B���/yuxi�By��B�w�gq¼p`tw�%yS�/tw� �B�w�����By¤���S��yS���mtw�w� � � � �BsuÊ����ª�mtwyux ��q¼p`tw�%y	�Stwé��
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3
F��¬p`s�ÈÇ�� � q���� � tÁ��Ö�ø3§�Ö��-ä � � �B���¡Ö$×'Ø:¬��-äK)åÆ�yux�� ���È�¬� � �wy�¿F�B� � ���ûÉ � ���By¤�'q�p`tw��yS��mtw�w� � �� �BsuÊ���� � r���p`� ~¬Ë �w����� z tws z �������mtwyuxå��s¤�`�Kt � �$��Â � �B�HySp 3

q�tÁÇ��������
ë��¹ÙPô´Ø:W�ø�ó6Æ��wtw��� �mt��Kyux7É���� Ë ������x�p��k���By¤�Mq�p`tw��yS��tw� ��� z x ���By¤� �S��y��mtw�w� � �ÈOup`tw�����¯��ÙPô´Ø:W�ø�ó z �B�� ���B� tw�%yS��v���s � p`s���¿�� z ySp`s�pB��tw�%yS��v���sS��®�tÁ�)twy�t�� �B� tw�%yS��v���s � ���By¤��q¼p`tw�%yS�	tw�n�B�w�9���By¤�M�S��yS���mtw�w�� �DOòp`tw����� �mtwyux �wtw���:�¤��v � ���%yS� xi��¿¨tw��v��Myux�t z Ê������¤����Â � �B�_ySp)Ùhô�Ø:W�ø�ó�q�tÁÇK�����ùF*tÁ�mtwy t����M¿�� z ySp`s ����By¤�åq�p`tw��yS� tw�!��� z x¸���By¤�ª�S��y'�mtw�w� � �=Oup`tw����� �mtwyux �wtw���M�S��v � ���%yS��xi��¿¨tw��v �¾yux�t z Ê������¤����Â � �B�ySp�yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v±� ��� � ��s$tw�åyux��	¿�� z ySp`s�ÙPô�Ø7W�ø'óªÆ�q¼p`tw�%yS�$tw�¾yux�� Ë sS�uy���By¤�±�S��y��mtw�w�$Oòp`tw������mtwyux �wtw������xi��¿¨tw��v � yux�t z Ê������S� ��Â � �B�)ySp�Ùhô�Ø7W�ø�ó ���r� � q¼p`tw�%yS�'tw�nyux����¤� z p`���n���By¤���S��y��mtw�w� � �Oup`tw����� �mtwyux¾�wtw�����$xi��¿¨tw��v���yux�t z Ê¨�����S����Â � �B�*ySp{ÙPô´Ø:W�ø�ó � ' � � �B���¾�¤p�p`�7ÉÈ� � x������È�Û� � �wy¿F�B� � �	t��ÙPô´Ø:W�ø�ó'äK! � �mx�t z x � ���B����yuxi�By�q¼p`tw�%yS�tw�¾�B�w�����By¤� �S��yS���mtw�w����p`y � �wOup`tw����� � r±�wtw���	�¤��v � ���%yS���
} �Bø$Ø3��×±��� Ë �����/yux�� �Kt��Sy¤�B� z � � ��yV�)����� yV�)p z p`���S� z�� yutw¿��'yut z �/tw�ªyux�� x ~ �B��� y ~ �3ÇKt���� � x������È�Û� � �wy¿F�B� � �_t��,ø$Ø3��×Pä�k�öX]�ø�|Xk � �mx�t z x � ���B���gyuxi�ByDyux��_yut z �g�uqi� z tw��v$�¬p`s � p`yux'�3Ç����*�mtw�w� � �� � ySp � �Byut z �B�w�wr�S����� z yS��� � r �K�*�+f�c gha ��ý�ymt�����Â � tw¿`�B������y�ySp'yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v��Bsuv ��� ����y$pB��ß�Ù'|høK¦%]�ÚY���
� ������Ø:W't��m� � p¨p`�����B� �Bsuv ��� ���%ymyuxi�By z p`��yusSp`�����mx���yux���smvFsut��±�wtw�������mtw�w� � ��¿�t��ut � ����p`s���p`y	Æ&���È�¬� � �wy�®ø��3]���ÉÈ��ýVymt�����Â � tw¿F�B�����%y�ySp yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v��Bsuv ��� ���%y$pB��ß�Ù�|-ø3¦%]'Ú��¨�
«¨�¹ÙhÖ�|�×¸Æ���� � ���q�pF�utwyut�p`�7É���� Ë �����:�mx���sS�¾yux�� yut z ��� � �������mtw�w� � � q�sutw�%yS���¯� � x��¾���È�Û� � �wy:¿F�B� � �Mt��
ÙhÖ�|�×häK#%!&�+!K2 � �mx�t z x � ���B���/yuxi�By

x ~ �B��� y ~ yut z ��� � �������mtw�w� � ��q�sutw�%yS��� �By/yux�� � p`yuySp � �B����yux�����È�&y:���Kv��¾pB��yux��¾� z sS����� � sS���uq�� z yutw¿����wr���ý�y�t��±��Â � tw¿F�B�����%y±ySp yux�� z p`susS���Sq�p`���Ktw��v!�Bsuv ��� ���%y�pB�
ß�Ù'|høK¦%]�ÚY���

ùK�¹Ù�×�Ø:¬��¸Æ���� � ����utwé��ÅÉ'��� Ë �����±yux�� �utwé�� pB�/yux�� yut z ��� � ������� � x�� ���È�Û� � �wy:¿F�B� � �Mt��½Ù�×�Ø:¬��-äK#30��10�2 ��mx�t z x � ���B���	yuxi�By � p`yux x ~ �B��� y ~ ��� � �����	�mtw�w��xi��¿��±��x���twvFx�y�pB� 9
q�tÁÇK������� ý�y�t�����Â � tw¿`�B������y�ySpyux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v��Bsuv ��� ����y$pB��ß�Ù'|høK¦%]�ÚY���

ÿK��:t�� ��¿�� z ySp`s�pB�)y��på����� � ���%yS� � ��� Ë ��tw��v �mx���sS��yux�� z ����yS��s pB��yux��:�3Ç������mtw�w� � �F� � x��:���È�¬� � �wy¿F�B� � � t��n�Pä q öX]�ø�|;k � �mx�t z x � ���B���/yuxi�By�yux�� z ����yS��s	pB�_yux�� �3ÇK�����mtw�w� � � �By x = 0, y = 0
�	ý�y$t����Â � tw¿`�B������y�ySp yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v��Bsuv ��� ����y$pB��ß�Ù'|høK¦%]�ÚY���

ú ã%ô$¡#�ï ��ó
ý��¾�B�w�Hyux��/�¬p`�w��p��mtw��v±�ÈÇ�� � q������ � ÷ � § � � §�' � §K) � �B���D§3*��BsS� � �S��s ~ ��� Ë �����M¿�� z ySp`sS��®
©F��ß�Ù'|hø3��öhø�ölå>÷��_§ � �1#�4r*��9*�2��(#�4:!O89,�� � 8+,�2�òåq���p`yS�±yux��å���By¤� �S��y å>÷ � Ø � �9§ ��� Ø � ò¾�¬p`s x ∈ [−4, 4]

�
� x��$¿�t��ut � ��� y ~ s¤�B��v����mtw�w� � � y ∈ [−0.5, 1.5]

�g¡$p`� ~¬Ë �w����� z tws z �����)�mtwyuxM�	s¤�`�Kt � ����Â � �B�7ySp�ç	q�tÁÇ�������mtw�w� � � � �S���'ySp � �BsuÊ'��� z x����By¤��q¼p`tw�%y�� � x�t���t��Dyux�� � pF�uy9�ut � q���� � �S��pB��yux��Bß�Ù�|-ø���öhø�ö�� � � z yut�p`� ��mx���sS���B�w�Hp`q�yut�p`�i�B�g�Bsuv ��� ���%yS�/�BsS�	�S��ymySp'yux���tws���È�Û� � �wy�¿F�B� � �����
{ ��ß�Ù'|hø3��öhø�ölå>÷��(#X§ � �_§�'32��1#�4r*��9*�2��(#�47'�89,�� � 8+,�2�� ø��3]����1#�'"�+)32"�+)&�(# � �+!K2�ò	q���p`yS�$yV�)p����By¤���S��yS��&p`s

x ∈ [−4, 4]
� � x��'¿¨t��ut � ��� y ~ s¤�B��v����mtw�w� � � y ∈ [−2.5, 1.5]

� ä �By¤��q¼p`tw�%yS��tw� yux�� Ë sS�Sy	���By¤�M�S��y�mtw�w� � � � �BsuÊ������`� z sSpF�S�S��� z tws z ����� � �mx�tw��� ���By¤� q¼p`tw�%yS�$tw�¾yux�� �S� z p`��� ���By¤���¤��y�mtw�w� � � � �BsuÊ�����`� Ë �w����� z tws z ������� � x���q�p`tw��y�utwé����mtw�w� � � 3
q�tÁÇK�������&p`s���¿���sur ���By¤� �¤��y���Dp`tw�%yS� � ����p`��vFtw��v±ySp yux��Ë sS�uy����By¤� �¤��ym�mtw�w� � �wOup`tw����� � r±�wtw���	�¤��v � ���%yS���

çK��ß�Ù'|hø3��öhø�ölå>÷��(#X§ � �_§�'"�_§�)32��1#�4:*&�9*�2��1#�47'�89,"� � 8+,�2"�^ø��3]��"�(# � �+)&�+!32"�(#�)"�+)&�+!K2��(# � �(!"� � 2�ògq���p`yS��yux�sS������By¤�	�¤��yS�g�&p`s
x ∈ [−4, 4]

� � x��m¿¨t��ut � ��� y ~ s¤�B��v����mtw�w� � � y ∈ [−2.5, 1.5]
�g�Dp`tw�%yS�)tw��yux�� Ë sS�Sy_���By¤��S��y)�mtw�w� � � � �BsuÊ���� �`�)��p`� ~¬Ë �w����� z tws z �������mtwyuxM� s¤�`�Kt � �mpB� 3 q�tÁÇ������ � �B���±yux���r:�mtw�w� � � Oòp`tw����� � r

1 ~ q�tÁÇK����yux�t z Êª�wtw��� �S��v � ���%yS���'�Dp`tw�%yS��tw� yux�� �S� z p`��� ���By¤���S��y/�mtw�w� � � � �BsuÊ���� �`� Ë �w����� z tws z ������mtwyux¾�'s¤�`�Kt � ��pB�
3
q�tÁÇK����� � � � ymyux���r±�mtw�w����p`y � �wOup`tw����� � r��wtw���	�S��v � ����yS���9�Dp`tw�%yS�$tw� yux��/yux�twsS����By¤� �S��ym�mtw�w����p`y � � � �BsuÊ���� � � � y�yux���r±�mtw�w� � �wOup`tw����� � r 1 ~ q�tÁÇK����yux�t z Ê��wtw���	�S��v � ����yS���
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[−4, 4]
� � x��å¿¨t��ut � ��� y ~ s¤�B��v��¾�mtw�w� � � y ∈ [−1.5, 1.5]

� ä �By¤� q¼p`tw�%yS��tw�5yux�� Ë sS�uy����By¤� �¤��y �å>÷ � Ø � �9§K) � Ø � ò � �mtw�w� � � � �BsuÊ���� � r���p`� ~¬Ë �w����� z tws z ����� � �mx�tw��� ���By¤��q¼p`tw�%yS��tw� yux��'�S� z p`��� ���By¤��S��y � å>÷ � Ø � �9§3* � Ø � ò � �mtw�w� � � � �BsuÊ���� � rå��p`� ~¬Ë �w�����ªsS� z y¤�B��vF�������	�Dp`tw�%yS��tw� � p`yux ���By¤�±�¤��yS�/�mtw�w�� � � �BsuÊ���� � �utw��v±��q¼p`tw�%y$�utwé��	��Â � �B�¯ySp 3
q�tÁÇK����� � �B����yux���r��mtw�w� � �+Oup`tw����� � r��wtw���	�S��v � ����yS���

� x����S���ÈÇ�� � q��������BsS��t � q���� � ���%yS���¸tw�nyux����ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p�J c gha x Mùa � §�tw� z �¡ß�Ù'|hø���öhø ��p¨������p`yz �����Bsyux���vFs¤�Bq�xå�mtw����pÅ� � �È�&p`sS��q���p`yuyutw��v � yux���� � � z yut�p`�ÈW���öPô�81�hÙ'��ö-�\å�ò�t�� z �B�w����� � �È�&p`sS����� z x z �B�w�*pB�ß�Ù'|hø���öhø � �ÈÇ z ��q�y�yux�� Ë sS�Syp`���F�
���X®%]�Øù��� å:¯�W���öPô�¯B��¯��%�3E�]'ø$ØhÙ�×X°%��ØùÚ��hÖ�ö��h�Y¯B��¯��%�3E�Ö�Ù�|hø�°-ß�Ù�|hø3��ö-ø�ö�¯�ò
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³L´�µ�¶¸·�¹aº�·�»7¼�½�»7µ�¶ËÊ
À p�J c gha x M�a �
¦Dtwv � sS��çK� { �ux�pÅ����vFs¤�Bq�x�t z �p � y¤�Btw����� � r�s � ����tw��v:yux�t��mq�sSp`vFs¤� � �

ü ��:ô¨Ù>ý`ó
� ·���µ��¼ºg¹$µ¼®�J c gha x MùaEM �
þ µ�ÿ�µ����*µ����¼·�µ�½F®ÈJ c gha6�laGbÜc �
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 +	�(2ÈA�A¯���.£0¨�	��\A¯��2'��� � � A @ 
 �7����
X.��3��+ @
ø_� z x'q���p`yuyutw��v�� � � z yut�p`� z �B� � � � �S��� ySp/� z yDtw� �vFs¤�Bq�x �B�wsS���`�Kr z sS���ByS��� � r �B��p`yux���sgq���p`yuyutw��v�� � � z yut�p`�H�� p���p�yux�t�� � yux�� Ë sS�uy�q���p`yuyutw��v�� � � z yut�p`� �ux�p � ��� � � z �B�w����� �`� � � � �B� � � � y$yux�� sS���uy�q���p`yuyutw��v�� � � z yut�p`����ux�p � ��� � � z �B�w����� � r!�S��yuyutw��v yux�� �Bsuv ��� ���%y{÷ � ��Â � �B��ySp¸#32 � �B���!yux��D§ � �Bsuv ��� ���%y���Â � �B��ySp yux��p � yuq � ypB��yux�� Ë sS�uymq���p`yuyutw��v:� � � z yut�p`�H�ýV� p`yux���s$�p`sS��� � ÷ � ä�#�2�t�� � �S���¾�`����utwvF�i�B�Hyuxi�By�yux���q���p`yuyutw��v� � � z yut�p`� �Sx�p � ������p`y��S��y��B�%r�� z �B�wtw��v � �B���v§ � t�� � �¤���±ySp'qi�`�¤��yux���� z �B�wtw��v yuxi�Bymtwy�t����B�wsS���`�Kr��S����� z yS���
� r��B��p`yux���smq���p`yuyutw��v'� � � z yut�p`�H�9¦ip`s��ÈÇ�� � q���� � yux��$�&p`�w��pÅ�mtw��v z p¨���$�mtw�w�¼q���p`y���� � � z yut�p`�¦õ��B��� ���S��y�pB����By¤�'q¼p`tw�%yS�½å>÷ � Ø � �9§ � Ø � ò�tw� yux����¤� � ��vFs¤�Bq�xH®
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{F{



¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
ö-÷���×;W�ö-ø�ö-ä'ß�Ù'|hø3¦�]�ÚY�Zå>õ��(#�47'��1'�2"�(#�47)"�()32��Eõ�ö'Ù�×-��ò
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¡$p`yS��yuxi�By�yux�� Ë sS�uy�� � � z yut�p`�5t�� z �B�w�������`� � � � �B� � �ÈÇ z ��q�yMyuxi�By�yux�� p � yuq � yMt�����pÅ�ü�uySp`sS���5tw��yux��¿`�Bsut�� � ���¦ö-÷���×;W�ö-ø�ö�� � x�t��'p � yuq � y z p`��y¤�Btw��� tw�K�&p`s � �Byut�p`�Ã� � p � y�yux����3Ç����'� z �B�wtw��v �S����� z yS���¯� ý�� yux���S� z p`���ª� � � z yut�p`� � ÷ � t����S��y	ySpÈ#32 � �B���Ì§ � t�� �S��y�ySp)ö-÷���×;W�ö-ø�ö�� � x�t��	tw�K�¬p`s � �	yux����¤� z p`���ª� � � z yut�p`�yuxi�By twy��ux�p � ���6��p`y �S��y �B�%r � z �B�wtw��v���p`s'�Ks¤�����3ÇK��� � �B���6qi�`�S�S��� yux��:� z �B�wtw��v�yuxi�By'�ux�p � ��� � � � �¤���¯�¡$p`yS� �B���Sp yuxi�By � tw� yux�� Ë sS�uym� � � z yut�p`� � yux����Bsuv ��� ����y�ô�ö�ØNø:t���¤��y�ySpjõ�ö'Ù�×�� � �Sp'yuxi�By$yux��	�S� z p`���Mq���p`y�mtw�w�gt � � ���Kt��ByS���wr �Bq�q¼���Bs	�3��yS��s�yux�� Ë sS�uy���T_p � z �B� � pB� z p � sS�S� � �¤��y�yux�t��	�Bsuv ��� ����y	ySp�ø��3]�� � �Sp:yuxi�Byyux����S� z p`���Mq���p`y��mtw�w�D�Bq�q����Bs$�3�&yS��smq�sS���S�utw��v��B�%r�Ê���r��
Í ¹¹ÿ�³D¶%ÎFºU��ÎÏ��³�Î¯µ¼® � p!� z x�t���¿��ªyux�� ��� �wyutwq����ªq���p`yS�±� � � z yut�p`�i�B�wtwyVr#����� z sut � ��� tw�5yux�t��M�S� z yut�p`� � �B�w�q���p`yuyutw��v�� � � z yut�p`�����p ��p`y z �����Bsyux���vFs¤�Bq�xå�mtw����p�� � �È�¬p`sS��q���p`yuyutw��v�� � x�t�� � ���B����yuxi�By � tÁ�Dr�p � ���B�%yySp z sS���ByS���'������vFs¤�Bq�x � r�p � �ux�p � ��� z �����Bs�yux���vFs¤�Bq�x¾�mtw����p�� � �B� � �B�w�wr � � r � �Stw��vÐW���öPô�81�hÙ'��ö-�\å�ò��ý��:yux��/�ÈÇ�� � q����$q�sSp`vFs¤� � pB���S� z yut�p`� çK� { � ��� �wyutwq���� �K�D�+f�c gha � � � z yut�p`����tw�±yux����¤� � ��vFs¤�Bq�x �BsS� � �¤���ySp q�sSp¨� ��z � Ë v � sS����çK� {`� � z � �¯�mýV� z xi�Bq�yS��s�ë � �S��¿���s¤�B�D�ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � ���BsS� � �utw��v:yux�t���� � � z yut�p`�i�B�wtwy�r�`�m����w�Û�
< <Àµ Ñ�Ò � Ó����`A�
&ÔÐ+	�(2ÈA��
<ÌË£Q ËtÍ6ÝDÒÜÓ�A%SÀÔYÕ
� x�� � � � z yut�p`��ß�Ù�|høYVùÚ�õMyusut����/ySp��ux�p�� yux�� � ��xi��¿¨t�p`s	pB�)p`���'p`s � p`sS��� � � z yut�p`��� f1 (x) , f2 (x) , . . .

�`�
x → ±∞ �
â ñK×%Øûô�ã

ß�Ù'|høYVùÚ'õ\å>õ,ê�ï3�´ê�ÇK��êùé�î'ð�ñ�ê�¨
é�ð�©�ñ�ç´ê�ñ�ð%ªPæ�ê6���$ð%©�êX©�ðNæ�ª'èr�Zñlò
� x�� Ë sS�Sy'�Bsuv ��� ����y � õ � t�� � � �S��s ~ ��� Ë �����6� � � z yut�p`��Æ&p`s � y¤� � ����pB�m� � � z yut�p`���ûÉ�ySp � �±q���p`yuyS���¯� � x��sS���uy pB��yux����Bsuv ��� ���%yS� Æ¥÷'� � §�� � ô�ö�ØNø � ÙPô´Ø:W�ø�ó � ø�Ø���× � ���$Ø7W � �B���¸W$Ø�×K�h|hÚ'øKÉ��BsS�±p`q�yut�p`�i�B�Û�)÷��ªt��'�¿�� z ySp`s pB��yV�)på����� � ����yS� � ����� z sut � tw��v¾yux��:s¤�B��v���pB� x ~ ¿`�B� � ���Å�±ýV�)yux�� Ë sS�uy������ � ����y�pB��÷'�åt��	��Â � �B�_ySpé���sSp � yux�� � tw��t � ���

x ~ ¿`�B� � �$�mtw�w� � �é���sSp�F�tÁ�*twyt����p`y � yux�� � tw��t � ��� x ~ ¿F�B� � ��mtw�w� � � −∞ �_§�t � tw���Bsu�wr �tÁ�myux��±�S� z p`���n�Bsuv ��� ���%y pB�=÷'��t�����Â � �B�_ySp é���sSp � yux�� � �3Ç¨t � ���
x ~ ¿`�B� � �:�mtw�w� � ��é���sSp�F�tÁ��twy t��	��p`y �yux�� � �3ÇKt �����

x ~ ¿`�B� � ���mtw�w� � � +∞ �:ý�� p`yux���s��)p`sS��� � ÷�� z �B� � �:�S��y	ySp Æ¬��ÉÈ÷'�'ä�# q 4�ØùÚ�õ%k��9k$ØNÚ'õ%k�2 �tÛ� �F�
x ∈ (−∞,+∞)

� Æ � É�÷��'ä�#%!&�_k$ØNÚ'õ�k�2 � tÛ� �F� x ∈ [0,+∞)
� Æ z É�÷���äK# q 4�ØNÚ'õ%kO�+!K2 � tÛ� �F�

x ∈ (−∞, 0]
�¡$p`yS�±yuxi�By q 4�ØùÚ'õ�k �B��� q ØùÚ�õ%k �BsS� � �S��� �¬p`s z ���BsutwyVrZF)�B��r6p`yux���s'¿`�B� � � � �ÈÇ z ��q�y'é���sSp � xi�`��yux����û� � �� ���B��tw��v�� � x������È�¬� � �wy ¿`�B� � �:t��=÷'�'ä%k�ö;]'ø�|;k � �mx�t z x t�����Â � tw¿`�B������y ySp)÷���äK# q 4�ØNÚ'õ%kO�_k�ØùÚ'õ�k�26Æ�¿�t��St � ���

x ~ s¤�B��v��'�mtw�w� � � x ∈ (−∞,+∞)
ÉÈ� � x����Bsuv ��� ���%y�§�� t����±¿�� z ySp`s�pB�)yV�)p¾����� � ���%yS� � ����� z sut � tw��v yux��s¤�B��v��	pB�

y ~ ¿F�B� � ����Æ&���È�¬� � �wy�®�§��'ä�k�öX]�ø�|XkKÉÈ�\�_�B�wt��M¿F�B� � ���m�¬p`smyux�t���Bsuv ��� ����y��BsS���`�mtw�¡÷'�7�� x�� � ���B��tw��v�pB��yux��±�Bsuv ��� ���%yS�[ô�ö�Øùø � ÙPô´Ø:W�ø'ó � ø$Ø���× � ����Ø:W � �B���ÌW�Ø�×3�-|hÚ�ø�t��	��Â � tw¿`�B������y�ySp¾yux��z p`susS���uq¼p`���Ktw��v±�Bsuv ��� ���%yS��pB��ß�Ù'|hø3¦�]�ÚY��Æ&�S�����S� z yut�p`��çK�w© � qi�Bv�� © } �¬p`s�����y¤�Btw���ûÉÈ�
ú ã%ô�¡#iïû�%ó
ýV�¾�B�w�¯yux����&p`�w��pÅ�mtw��v±�ÈÇ�� � q������ � õ � � õK' � õ3) � õ3* � �B���¦õ�,��BsS� � �¤��s ~ ��� Ë �����M� � � z yut�p`����®
©F��ß�Ù�|høYVùÚ�õoå�#�õ � � õK'"� õK)32�ò:q���p`yS�	yux�sS���'� � � z yut�p`�����¬p`s x ∈ (−∞,+∞)

�:¦ � � z yut�p`� ¿F�B� � �����mtw�w� � �¿¨t��ut � �����By$yux��	s¤�B��v�� y ∈ (−∞,+∞)
� � x�t��t��yux�� � pF�uy��ut � q���� � �S��pB�gyux��[ß�Ù'|hø�VNÚ'õ:� � � z yut�p`� ��mx���sS���B�w�*p`q�yut�p`�i�B�*�Bsuv ��� ���%yS�/�BsS�	�S��ymySp'yux���tws���È�Û� � �wy�¿F�B� � �����

{ ��ß�Ù�|høYVùÚ�õoå�#�õ � � õK'"� õK)32��9k�öX]�ø�|Xk��1#%!"�9k$ØNÚ'õ%k�2�ò�q���p`yS�gyux�sS���� � � z yut�p`���g�&p`s x ∈ (−∞,+∞)
�*¦ � � z ~yut�p`� ¿F�B� � ���m�mtw�w� � �/¿¨t��ut � ���	�By�yux��/s¤�B��v�� y ∈ [0,+∞)
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�9sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B� ¥ ¡$� ¿���sS�ut�p`� ©F� �F|
çK��ß�Ù'|høYVùÚ'õ\å�#�õ � �EõK'"� õ�*�2��9k�ö;]'ø�|Xk��_k�ö;]'ø�|;kO�^ø'��]��"� � �(#�'"� � 2��^ø'��]����(#-Ú$Ø-Ù��^Ú�ØhÙ"�(#�4;'��1'�2�2�ògq���p`yS�Hyux�sS���� � � z yut�p`���m�¬p`s

x ∈ (−∞,+∞)
�_¦ � � z yut�p`�å¿`�B� � ����mtw�w� � �	¿�t��ut � ��� �By�yux���s¤�B��v�� y ∈ (−∞,+∞)

��$�w�¼� � � z yut�p`����mtw�w� � �/q���p`yuyS���¾�mtwyux 1 ~ q�tÁÇ�����yux�t z Ê z�� su¿������ � t z ��tw�Myux�� x ~ �3Ç¨t����mtw�w� � ���ux�pÅ�m���By
x = −2, 2

F�yut z �tw� yux��
y ~ �3Ç¨t���mtw�w� � ���ux�p��m�ª�By y = −1, 1

����sut��M�wtw�������mtw�w� � ���ux�p��m�¾�&p`s��� z x
x ~ �B��� y ~ yut z ��¦ � � z yut�p`�:õ�*�t���Kt�� z p`�%yutw� � p � �/�By x = −2

�B���
x = 2

�
ë���ß�Ù'|høYVùÚ'õ\å�#�õ � �EõK'"� õ3)&� õ�,�2��1#%!&�_k$ØNÚ'õ�k�2��9k�öX]�ø�|Xk�� ø���]���� � �_k�ö;]'ø�|;kO�^ø'��]��"�(#-Ú$ØhÙ"�^Ú�ØhÙ�� Ú$Ø-Ù��+!K2�ògq���p`yS��¬p � s�� � � z yut�p`���9�&p`s

x ∈ [0,+∞)
�g¦ � � z yut�p`�±¿F�B� � �����mtw�w� � ��¿¨t��ut � ����By9yux���s¤�B��v�� y ∈ (−∞,+∞)

��$�w��� � � z yut�p`����mtw�w� � �mq���p`yuyS���±�mtwyux 1 ~ q�tÁÇ����iyux�t z Ê z�� su¿����Å� � t z �_�mtw�w� � ���Sx�p��m���By x = −1, 1
�B���

y = −1, 1
�)��sut����wtw�������mtw�w� � ���Sx�p��m���¬p`s���� z x x ~ �B��� y ~ yut z � � x��/���`�uy�� � � z yut�p`�Mtw�Myux��/�wt��uy � õK, �xi�`��'�Kt�� z p`��yutw� � twy�rå�By

x = 0
�

� x����ÈÇ�� � q����:q�sSp`vFs¤� � p�J c ghaz¢£ �¤ t � q���� � ���%yS�'yux����ÈÇ�� � q������'� � p�¿��F��¡�p`yS�:yuxi�By¾ß�Ù'|hø�VNÚ'õª��p¨������p`yz �����Bs$yux��	vFs¤�Bq�xå�mtw����p�� � �È�¬p`sS��q���p`yuyutw��v � �Sp yux��/� � � z yut�p`�ÈW���öPô�81�-Ù���ö-�\å�ò�t�� z �B�w����� � �È�&p`sS�	��� z x z �B�w�pB��ß�Ù�|-ø�VùÚ�õ � �ÈÇ z ��q�y�yux�� Ë sS�uy�p`���F�
���%®%]�Øù���,år¯�W���öhô�¯
��¯�����E'Ö�Ù�|-ø�°�ß�Ù�|-ø�VNÚ'õB¯�ò
Ù�|��hö'Ù õ�]�ÚY�ùø$Ø-|hÚ õ � åE÷�òU���hø�]'��Ú ÷Ç�hÚKW
Ù�|��hö'Ù õ�]�ÚY�ùø$Ø-|hÚ õK',åE÷�òU���hø�]'��Ú ÷�±X' �hÚ3W
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Ù�|��hö'Ù õ�]�ÚY�ùø$Ø-|hÚ õ�*\åE÷�òU���hø�]'��ÚÖ,�°,åE÷Y±;'�4:*$ò��hÚKW
Ù�|��hö'Ù õ�]�ÚY�ùø$Ø-|hÚ õK,,åE÷�òU���hø�]'��Ú¤}�ö-ø�ó�8 Ù�|��oå>÷�ò��hÚKW
ß�Ù'|høYVùÚ'õ\å�#�õ � �EõK'"� õ3)K2�òW���öPô�81�hÙ'��ö-�\å�ò
ß�Ù'|høYVùÚ'õ\å�#�õ � �EõK'"� õ3)K2���¯ùö;]'ø�|Y¯B�(#�!"��¯hØùÚ�õB¯:2�òW���öPô�81�hÙ'��ö-�\å�ò
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³L´�µ�¶¸·�¹aº�·�»7¼�½�»7µ�¶Ø×�À p�J c ghaz¢£ �¤ �
¦*twv � sS��çK�èçM�ux�pÅ����vFs¤�Bq�x�t z ��p � y¤�Btw����� � r�s � ����tw��v�yux�t��	q�sSp`vFs¤� � ��¡�p`yS� yuxi�By��S��¿���s¤�B� z p`� z � � �ut�p`���z p`� z ��su��tw��vnyux��M�wt � twyS�±pB�/yux��M� � � z yut�p`��� z �B� � �¾p � y¤�Btw�����¯� ¦�p`s��ÈÇ�� � q���� � tw� Ë v � sS��çK�èçF�ªr�p �Ãz �B��¤���±yuxi�By

limx→−∞ x = −∞ � limx→−∞ x2 = +∞ � limx→−∞ ex = 0
� ý�� Ë v � sS����çK�èç%� � � r�p �!z �B��¤��� yuxi�By

limx→+∞ x = +∞ � limx→+∞ x2 = +∞ � limx→+∞ ex = +∞ � � � y ex
v�p¨���MySp

+∞�Û�`�uyS��s�yuxi�B�
x2
� �mx�tw���

x2
v�p¨���$ySp

+∞ �¬�`�uyS��s�yuxi�B�
x
�$¦Dtwv � sS� çK�èç z �ux�pÅ���$yuxi�By

limx→±∞
5

x2−4
= 0

�
limx→−2−

5

x2−4
= +∞ � limx→−2+

5

x2−4
= −∞ � limx→2−

5

x2−4
= −∞ � limx→2+

5

x2−4
= +∞ �¦Dtwv � sS��çK�èç`���ux�p����/yuxi�By

limx→0+ ln (x) = −∞ � �B����yuxi�By ln (x)
v�p¨����ySp

+∞ �u��pÅ�m�wr � z p � qi�BsS���ªySp
x
�
x2
� �B���

ex
�

ü ��:ô¨Ù>ýFó
��ý�� Ë ��twyS�
		q���p`yS�$�BsS� � �S�È� � ��ySp�tw���uq¼� z y�yux�� � ��xi��¿¨t�p`s$pB�9p`���	p`s � p`sS�	� � � z yut�p`�����`� x → ±∞ ��§ z �B�wtw��vtw� � p`yux:�3Ç����gt��g��p`y��wtw�����Bs�F%tÁ��yux��)� � � z yut�p`� ySp � �)q���p`yuyS��� t���pF� z tw�w���Byutw��v��¬p`sgx�twvFx |x| ~ ¿`�B� � ��� � yux��m����y¤�Btw����BsS����p`y9�Sx�p��m� z p`susS� z yu�wr��gýV� p`yux���s��)p`sS��� � ß�Ù'|høYVùÚ'õ	t��g��p`y9� � twy¤� � ���)�&p`sgq���p`yuyutw��v	pF� z tw�w���Byutw��v/� � � z yut�p`�����¡$p`yS�¾yuxi�By±twy���p����u�W� y � �BÊ��å�B��r¸�S�����S� ySp q���p`y��Vtw� Ë ��twyS�
	¾q���p`yS�±ySp`v���yux���s��mtwyux ��p`s � �B��q���p`yS�:tw�yux��'�¤� � � vFs¤�Bq�x � �utw� z �'� z �B�wtw��v�t��$�wtw�����Bs�tw�ª��p`s � �B�gq���p`yS� � �mx�tw����yux�t���t�����p`y$yus � ��tw�I�Vtw� Ë ��twyS�
	�q���p`yS���� x���sS�È�¬p`sS� � r�p � �ux�p � ������p`y � �¤�Èß�Ù�|-ø�VùÚ�õ ySp`v���yux���s��mtwyux¦ß�Ù�|høK¦%]'Ú���p`s�ß�Ù�|hø3��ö-ø�ö�tw��yux����¤� � �/vFs¤�Bq�xH�
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� x�t�� z xi�Bq�yS��s:����� z sut � ���:�B�w��¡ ��� ��sut z �B���$�i�B�wr¨�ut���� � � z yut�p`��� z�� susS����yu�wrntw� z � � �����¸tw� �K�D� ����wyux�p � vFxyux����S��� � � z yut�p`��� � ��r z x�� z Ê �¤p � �MpB��yux���tws:�Bsuv ��� ����yS���¬p`s z p`���ut��uyS��� z r � yux���r �BsS����p`y¾© |F|�X �Vt��Kt�p`yq�sSp�pB�>	 � �utw� z �_yux�t�� � � � �B�w�wr z pF�uyS� z p � q � y¤�Byut�p`�'yut � �F� � x��9� � � z yut�p`���g�ux�p � ��� � � z p`���ut�����sS��� �`�W�Vv%�Bs � �Bv��tw� ~ v%�Bs � �Bv�� p � yE	 � �����uq�twyS��yux�� �¬� z y�yuxi�By$yux���r � � � �B�w�wr q�sutw��y����Bsu��tw��v p`s���susSp`s � ���¤�¤�Bv�����tÁ�9r�p ��� �¤�yux�� � t � q�sSp`q���su�wr��y����`�Ktw��v yux��/��p z���� ����y¤�Byut�p`� � �B��� � ������sS�uy¤�B���Ktw��v:yux����ÈÇ�� � q����/q�sSp`vFs¤� � � � �È�¬p`sS�� �utw��v��B��r �K�*� � � � z yut�p`��t��_�SyusSp`��vF�wr sS� z p � � ���������¯� � x��� z sutwq�y¹x khn¹gF�+cdc t���� � ��� � ~ �Ksutw¿����Mq�sSp`vFs¤� �yuxi�By��� � p`���uyus¤�ByS�����B�w� z�� susS���%y z �Bqi� � tw�wtwyut�����pB� �K�*� �
T_p � �ux�p � ����sS���B�wtwé��$yuxi�By��B�w��� � � z yut�p`����tw� z � � �����±tw� �K�D� �BsS��t � q���� � ���%y¤�Byut�p`���$pB��� ��� ��sut z �B� � ��yux ~p���� � �B��� � �`�� ��z x � yux���r � ��r �Û�Btw�iySp z p`�%¿���suv�� � p`syux���r � ��r vFtw¿��$tw�i� z�z�� s¤�ByS��sS��� � �wyS�_tw���uq¼� z t��B� z �`�S���Å���wyux�p � vFx¾yux���� z�z�� s¤� z r pB�Dyux��	sS��� � �wyS��t�� z p`��yusSp`�w����� � rM��� z x��B�wv�p`sutwyux � � yux���sS�	t��m��p`yux�tw��vj� � �BvFt z �B��	tw�±¡ ��� ��sut z �B���$�i�B�wrK�ut����gýV�±v�������s¤�B� � �mx�������¿���s)r�p ��� �S����� ��� ��sut z �B� � ��yux�p¨� � r�p � �ux�p � ����� z�z ��q�y�yux���¬� z ymyuxi�Bymyux���sS�	t�����p'� ��� ��sut z �B� � ��yux�p¨�M�mx�t z x t���� � ����ySp �Sp`�w¿�� �h�$� q�sSp � ��� � � �B��� � ��z x¾�=�Vq���sò�¬� z yE	� ��yux�p��±�mtw�w� �´�
¼P�q� � �F�Dý�y)t����B�w����rK��q�pF�¤�ut � ����yuxi�By���vFtw¿������ ��� ��sut z �B� � ��yux�p�� � ���uq¼� z t��B�w�wr±� z p � q����ÈÇp`��� � � ��r±�Û�Btw�Htw� �uq¼� z t��B� z �`�S��� � �B�wyux�p � vFx yux�t���t���'s¤�Byux���s�sS� � p`yS��q¼pF�S�ut � tw�wtwy�r��
�$� � pF�uy��B�w�F� � � z yut�p`��������� z sut � ����tw��yux�t�� z xi�Bq�yS��s�xi��¿��_p`q�yut�p`�i�B���Bsuv ��� ����yS� � z p`�%yusSp`�w�wtw��v$yux�� � ��xi��¿�t�p`spB��yux��)�B�wv�p`sutwyux � �gý�� � pF�Sy z �`�S��� � p`q�yut�p`�i�B���Bsuv ��� ���%yS�9�BsS�)p`���wr � �S�È� � �%tw�'�uq¼� z t��B� z �`�¤������ýV�7�B��p`q�yut�p`�i�B��Bsuv ��� ���%y�t��_p � twyuyS��� � twyy¤�BÊ����)��� � twy¤� � ���q�sS���¤��y_¿F�B� � �F�gâ x���������� z sut � tw��v yux��$�ur¨�%y¤�3Ç:pB�*�/qi�Bsuyut z�� ���Bs� � � z yut�p`� � p`q�yut�p`�i�B�*�Bsuv ��� ���%yS�/�BsS���msutwyuyS��� tw� twy¤�B�wt z�z xi�Bs¤� z yS��sS���
ú�pF�uympB�*yux��/� � � z yut�p`���mtw� z � � �����Mtw� �K�D� xi��¿����B� p`q�yut�p`�i�B�*�Bsuv ��� ����yÈ�hÖ$× � �mx�t z x � ��r � � � �¤����ySp�uq¼� z tÁ��r yux��� z�z�� s¤� z r�pB��yux��� ��� ��sut z �B� � ��yux�p��¯��ø_� z x�� � � z yut�p`� � �S����uq�� z t Ë z yS� z x���t�Â � ���ySp	���uyut � �ByS�yux���� � �Sp`� � yS�	��susSp`stw� yux�� z p � q � y¤�Byut�p`��� � �B���Myusut�����ySp sS��y � su���'sS��� � �wy��mtwyuxå�B�å���uyut � �ByS��� ��susSp`s�����¤�yuxi�B�6yux��������utwsS��� � z�z�� s¤� z r �hÖ$×¨��ì$pÅ���¿���s � r�p � �ux�p � ���nsS���B�wtwé���yuxi�By ��� z x � ��� ��sut z �B� � ��yux�p¨� z �B�p`���wr � �BÊ��¾�B� �
�
�À�¥�����À�À�h� pB��yux��M��susSp`s�F�yux�� � z y � �B����susSp`s � ��rn�KtÁÀ¯��s � �B�wyux�p � vFxÃyux�t����KtÁÀ¼��sS��� z ��t��� � � �B�w�wr ��p`y't � q¼p`suy¤�B�%y�� ý��n�Sq�� z t��B� z �`�S��� � � � � � z yut�p`� � ��rn�B���SpåsS��y � su�Ã� sS��� � �wy �mtwyux ��pª��susSp`s��By�B�w�Û����� ���)�BsS�'yuxi�By��`�SÊ�tw��v±�&p`s	�B� �ÈÇKyusS� � ���wr�� z�z�� s¤�ByS�'sS��� � �wy�Æ�yVr¨q�t z �B�w�wr � �¤��yuyutw��vM�B� � z�z�� s¤� z r � �-Ö�× ������S�$yuxi�B��twyS��q�sS���S��y�¿F�B� � �ÅÉ � ��r¾sS��� � �wy����Bsuv�� z p � q � y¤�Byut�p`� yut � ��� � p`s � ��r¾�����`�åySp��B�ª��susSp`s � � � ��ySptw��� � º z t����%y � � � p`sur��� vFtw¿����¾� � � z yut�p`� � ��r��B���Sp � � � �i� � ��� ySp:sS��y � su� � sS��� � �wy/�`��� z�z�� s¤�ByS�'�`�$r�p ��`�uÊ����¯�'¡$��¿���suyux��������¤� � yux�� sS��� � �wy � ��r � ��� z�z�� s¤�ByS������p � vFx ySp � � � �S�È� � �tF*tw� � ��z x z �`�S��� � ���)�Bsu��tw��v� ���S�¤�Bv���t����Kt��uq�����r���� � � � y�yux�� � � � z yut�p`� sS��y � su����yux���sS��� � �wy	p � y¤�Btw�����¸Æ�r�p � �Sx�p � ��� � x�p����¿���s � z x�� z Êyux���� z�z�� s¤� z r�pB�Hyux��sS��� � �wyûÉÈ��ýÛ� � p`��yux���p`yux���s)xi�B��� � yux��$sS��� � �wy z �B����p`y � � � �S�È� � �¼�By��B�w� � yux��� � � z yut�p`�q�sutw�%yS� �B� ��susSp`s � ���S�û�Bv�� � �B��� sS��y � su���'��p`yux�tw��v!Æ�yux�t�� � � � �B�w�wr � ���B����yuxi�By yux��±q�sSp`vFs¤� � �ÈÇK� z�� yut�p`��mtw�w� � �/q�sSp � � � �wr �SySp`q�q����iÉÈ�
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3x − z = 4

x + 4y + 2z = −7

3y + 5z − w = −15

−2z + 7w = 18.
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3 −1 0 0
1 4 2 0
0 3 5 −1
0 0 −2 7
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F (x) = F (x1, x2, . . . , xN ) =













F1 (x1, x2, . . . , xN )
F2 (x1, x2, . . . , xN )���
FN (x1, x2, . . . , xN )
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J (x) =













∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
· · · ∂F1

∂xN

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2
· · · ∂F2

∂xN��� ��� ��� ���
∂FN

∂x1

∂FN

∂x2
· · · ∂FN

∂xN
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F (x) = F (x1, x2, x3) =







x2
1 − 2x2 + x3 − 2
x3

1 − 4x2
3 + 7

x1 + x2x
2
3 − 1
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(1, 2,−1) .¦*twv � sS�'ë��èù��Sx�p�����yux��'sS��� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r¾s � ����tw��v¾yux�t��/q�sSp`vFs¤� � ��¡�p`yS�'yuxi�By�yux��'°%� z p � t��B� z �B�� � z p � q � yS���å�B�i�B�wr¨yut z �B�w�wr¼®

J (x1, x2, x3) =







2x1 −2 1
3x2

1 0 −8x3

1 x2
3 2x2x3
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�ý��Myux�t�� z �`�¤� � yux�� � �3Ç¨t � ��� � � �Sp`� � yS����susSp`s�t�� 10−8
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�$�wyux�p � vFx � ��� ��sut z �B���Bq�q�sSp�ÇKt � �Byut�p`�±pB�iyux��m°%� z p � t��B� t�� � � � �B�w�wr�� z�z�� s¤�ByS�m����p � vFx � twygt����B�w�)��r¨� � ��yuyS��sÆ¬�B���å�B�w�)��rK�$q�pF�S�St � ���ÅÉySp ��� Ë ���	yux���°%� z p � t��B�ª�B�i�B�wr�yut z �B�w�wr��� ·a�%µ��¯ºg¹$µ¼®( Mr¡�g��-bûM �
þ µ�ÿiµ�����µ����¼·(µ�½�®�¡$p`���F�
QwË"ÊÌË=x�ß�g Ó*)�TU Ô
� x���� � � z yut�p`�P^'��|X§3W��-Ú$�Sp`�w¿����*�m�urK�uyS� � pB�¨��p`� ~ �wtw�����BsD��Â � �Byut�p`��� � r�t � q���� � ���%yutw��vD�sSpÅr¨�����W� � � ��yux�p��¯�� x�t�� � ��yux�p¨��t��)twyS��s¤�Byutw¿�� � �B����yusut����ySp Ë ���M� �Sp`� � yut�p`� � �uy¤�Bsuyutw��v � r�� � �¤��s ~ � � q�q��wt�����tw��twyut��B�¯v � ���S���gýVyt��pB��yS��� z p`���St�����sS���¾�`�myux�� � ��yux�p¨� pB� z x�p`t z ���¬p`s��Sp`�w¿¨tw��v��urK�uyS� � ��pB�g��p`� ~ �wtw�����Bs��Â � �Byut�p`���Å�
â ñK×%Ø¤ô'ã

��|�|-ø'ä�^���|X§3W��hÚ\å>÷'��]���×'×��+¦lê,+$ê-ëYì´æ$ê
íZîNï�ð'ñ'êùæ�ç�èPé ò
sS��y � su��� � ¿�� z ySp`s[��|�|hø � �mx�t z xnt���yux��±�Sp`� � yut�p`�npB��¾�ur¨�SyS� � pB����p`� ~ �wtw�����Bs'��Â � �Byut�p`����� � x��:v�������s¤�B��¬p`s � pB�D���urK�uyS� � pB�

N
��p`� ~ �wtw�����Bs���Â � �Byut�p`�����mtwyux N

� ��Ê¨��p��m���
x1, x2, . . . , xN

t��
F (x) = 0

� �mx�t z xt���ÈÇ¨q�sS���S�¤���¾�B�i�B�wr�yut z �B�w�wr �`�
F1 (x1, x2, . . . , xN ) = 0

F2 (x1, x2, . . . , xN ) = 0��� ��� ���
FN (x1, x2, . . . , xN ) = 0.

÷��%]���×�×/t���yux���tw��twyut��B�7v � ���S�9pB�¼yux����Sp`� � yut�p`� � �B���:�ux�p � ��� � ����¿�� z ySp`spB� N ����� � ���%yS�Å�&¦	t���yux��m�i� � �pB�� � �¤��s ~ ��� Ë ������� � � z yut�p`�È¦oåE÷´ò � �mx�t z x¾sS��y � su�����¿�� z ySp`s���� Ë ��tw��v�yux��/���È�&y ~ xi�B��� ~ �ut����	pB�*yux�����Â � �Byut�p`���ySp � �/�Sp`�w¿���� � vFtw¿����¾� ¿�� z ySp`s�÷:��� Ë ��tw��v yux��/tw������q¼���������%y�¿F�Bsut�� � ������� � x����Bsuv ��� ����yS�-� � �-Ö�× � }$öh÷�Øùø ��B����×Nó�|hô��BsS�	p`q�yut�p`�i�B�Û�
� x����Bsuv ��� ����y.� � � �uy � �	yux�� �i� � ��pB��'� � � z yut�p`�/�WåE÷´ò���� Ë ��tw��v�yux���°%� z p � t��B� � �ByusutÁÇ J (x)

�ýV�p � twyuyS��� � yux�t����Bsuv ��� ���%y�y¤�BÊ����yux�����È�Û� � �wy¿F�B� � �-�hä%k�öX]�ø�|;k � �mx�t z x � ���B���)yuxi�By_yux��°�� z p � t��B���mtw�w� � �z p � q � yS���¾� ��� ��sut z �B�w�wr��
�hÖ�× ��� Ë ������yux��������utwsS����� z�z�� s¤� z rÓÆ&���È�Û� � �wy�®£Õ�Ö�×�ØhÙ�|-Ú � tÛ� �F� � 1.12 × 10−16
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F¹}�ö-÷$Øùø¸��� Ë ������yux��� �3ÇKt ����� � ��� � ��spB�DtwyS��s¤�Byut�p`��� Æ&���È�Û� � �wy�® 20
É
FZ×Nó�|Pô±t���� � p�p`�����B�¾�Bsuv ��� ����yyuxi�By z p`��yusSp`�����mx���yux���sq�sSp`vFsS���¤�pB�gyux�� z �B� z�� ���Byut�p`�¾�mtw�w� � ���Kt��uq�����r���� p`s���p`y Æ&���È�Û� � �wy�®Ìõ�ö'Ù�×��%ÉÈ�

ú ã%ô$¡#�ï �
o)p`���St�����syux����urK�uyS� � pB�g��p`� ~ �wtw�����Bs$��Â � �Byut�p`���

x1 − x4
2 + x3 − 5 = 0

x2
1 + x3

2 − 3 = 0

x1 + x2x
2
3 = 0.

ý��Myux�t�� z �`�¤� � yux�� ��� �wyutw¿F�Bsut��ByS��� � � z yut�p`�
F (x)

t����� Ë �����å�`�

F (x) = F (x1, x2, x3) =







x1 − x4
2 + x3 − 5

x2
1 + x3

2 − 3
x1 + x2x

2
3
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J (x) = J (x1, x2, x3) =







1 −4x3
2 1

2x1 3x2
2 0

1 x2
3 2x1x2
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� x��/�ÈÇ�� � q����/q�sSp`vFs¤� � p á s�g10Nr�k;  � �¤����yux��� � � z yut�p`�D^���|;§KW��hÚ ySp Ë ����yux��/�Sp`� � yut�p`� pB��yux�t��m�Sr¨�uyS� � pB���p`� ~ �wtw�����Bs���Â � �Byut�p`���$�mtwyux¾tw��twyut��B��v � ���¤� x1 = 2
�
x2 = 0

�
x3 = 3

��ýV��p`sS����sySp z x�� z ÊMyux���sS��� � �wy � yux��q�sSp`vFs¤� �1z p � q � yS����yux���� � � z yut�p`� ¿F�B� � ����By�yux����Sp`� � yut�p`�¾p � y¤�Btw�����¯�
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³M´�µ�¶Ì·"¹aº�·�»:¼Y½�»7µ�¶ ¾�Ê�À p á s`g40Nr�k;  �
¦Dtwv � sS� ë��èÿ �ux�p�����yux�� sS��� � �wyS�±p � y¤�Btw����� � r!s � ����tw��v yux�t���q�sSp`vFs¤� � � ¡$p`yS�¾yuxi�By � tw�Ãyux�t����ÈÇ�� � ~q���� � yux��M°%� z p � t��B�!t�� ��� Ë ����� � r6yux�� � �S��s��6��wyS��su�i�Byutw¿����wr � p`��� z �B� z �B�w�)yux���� � � z yut�p`�@^���|;§KW��hÚ �`���|'|hø'ä�^���|;§3W��hÚKå�#�'"�+!&�+)32"�9¦�ò%�¯ý�� yux�t�� z �`�S� � yux��:°�� z p � t��B�6t�� p � twyuyS��� � �B��� twy�t�� z p � q � yS��� � ��� ��sut ~z �B�w�wr��
� x�� sS���`����s��ux�p � ��� � p¨�KtÁ�&r!yux�� tw��twyut��B�v � ���¤�:tw�¸yux���� � pÅ¿��å�ÈÇ�� � q���� � ySp �¤��� x�p�� yux��¾�Sp`� � yut�p`�p � y¤�Btw�����Mt���3À¯� z yS��� � r �=� � �`��	�tw��twyut��B�Hv � ���S�Å��¦�p`s�ÈÇ�� � q���� � yusur±yux����&p`�w��pÅ�mtw��v z �`�S����®
©F�B÷��%]���×�×häK#%)&� � �(-�2 t��m��p`y�'v�p¨p���tw��twyut��B��v � ���S� � � � y�yux��	�¤p`� � yut�p`�¾p � y¤�Btw�����Mt�� z p`susS� z y��
{ �B÷��%]���×�×häK# � �+!&�(,�2�t��g��p`y��v�p¨p���tw��twyut��B��v � ���S� � � � y9yux��m�Sp`� � yut�p`�:p � y¤�Btw������t��_� z�z�� s¤�ByS� � �B�wyux�p � vFxyux�� � �3ÇKt ����� � ��� � ��s$pB�gtwyS��s¤�Byut�p`�¾t���sS��� z x���� � �B��� yux��	� z�z�� s¤� z r z sutwyS��sut�p`� t��m��p`y�¤�Byut�� Ë ���¯�
çK�B÷��%]���×�×häK#%!&� � �+!32 t��$�'¿���sur � �`�¾tw��twyut��B��v � ���S��F�yux�� � �3Ç¨t � ��� � ��� � ��s�pB�gtwyS��s¤�Byut�p`��t��msS��� z x���� �yux���� z�z�� s¤� z r z sutwyS��sut�p`� t�����p`y�¤�Byut�� Ë ��� � �B��� yux��¹���Sp`� � yut�p`��		p � y¤�Btw����� t��m�msSp`��v��

ü ��:ô¨Ù>ý`ó
��v�p¨p�� z x�p`t z ��pB�gyux���tw��twyut��B�Hv � ���S��÷'�%]���×'× t�� z s ��z t��B�H�¬p`s��)sSp�rK�����W� �$�B�wv�p`sutwyux � ���wyux�p � vFx r�p �M� ��rv���y z p`susS� z y�sS��� � �wyS� � �utw��v��B�'tw��twyut��B��v � ���S�D�Û�Bs*�&sSp � yux�� z p`susS� z y9�Sp`� � yut�p`� � twy�t����B�w�)��r¨� � ��yuyS��s�ySp/� � q�q��wr� v�p�p¨�:tw��twyut��B�¯v � ���¤����¦i�Btw� � sS�/ySp'��p �Sp � ��r z � � �S�$^���|X§3W��hÚ�ySp�sS��y � su�¾� ySp`y¤�B�w�wr:�msSp`��vv���Sp`� � yut�p`��	GF�tw�yux�t�� z �`�S� � �'���Bsu��tw��v � ���S�û�Bv��/�mtw�w� � �/q�sutw��yS��� � �B���Mr�p � �ux�p � ��� �B�wyS��s�yux���tw��twyut��B�Hv � ���¤���¢�� � �B�w�wr � yux���sS� t��/��p��������ªySp z xi�B��v���yux�� ���È�¬� � �wy�¿F�B� � ���&p`s/yux��[� � z�z�� s¤� z r'	j�-Ö�×K� � x��:�B�wv�p`sutwyux ��ux�p � ��� z p`�%¿���suv����3��yS��sm�	�&���5twyS��s¤�Byut�p`����F¨tÁ��twy��p¨���)��p`y � twy)t����B� � pF�uym� � sS��yuxi�By�twy_�mtw�w�¼����¿���s z p`�%¿���suv�� �
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¦Dtwv � sS��ë��èÿK®����� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r�yux��	�ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p á s`g40Nr�k;  �
� � �$ySp �msSp`��v tw��twyut��B��v � ���S� � p`s�msSp`��v�tw��q � y����By¤�K��ýV��p`yux���s)�)p`sS��� � r�p � �mtw�w��q�sSp � � � �wr�����¿���s��������:ySp� �¤�$yux���p`q�yut�p`�i�B���Bsuv ��� ���%yw}$öh÷�Øùø7� � x�� � pF�uy z p � � p`�M��susSp`s��mx���� � �Stw��vb^���|X§3W��hÚ t��)ySp ��� Ë ���¦ p`s� tw� z p`susS� z yu�wrZFitw� � pF�uy z �`�S��� � yux�t����mtw�w� z � � �S�	�msSp`��v±sS��� � �wyS� � p � y¤�Btw�������3��yS��s$yux�� � �3ÇKt ����� � ��� � ��spB�gtwyS��s¤�Byut�p`���$t��msS��� z x����¯�ýÛ��yux���°�� z p � t��B�5� t��p � twyuyS��� � twyt�� z p � q � yS���å� ��� ��sut z �B�w�wr � r � �utw��v:yux��	� � � z yut�p`�5�-ö��-|h~�ØhöhÚ Æ&�S����¤� z yut�p`�!ë�� { �ð« � qi�Bv���ë { ÉÈ� �$�wyux�p � vFx!� ��� ��sut z �B� z p � q � y¤�Byut�p`� pB�yux��M°%� z p � t��B�Ãt�� � � � �B�w�wr � z�z�� s¤�ByS�����p � vFx � twyt�� � ��yuyS��sySp � � q�q��wr'twy � r � �Stw��v�yux��$�Bsuv ��� ����y6�¨�%ý�� � pF�uy z �`�S��� � z p � q � yutw��v yux��$°%� z p � t��B��B�i�B�wr¨yut z �B�w�wrMt��m��p`y��Kt�º z�� �wy/�By�B�w�Û�
� ·a�%µ��¯ºg¹$µ¼®Lá s�g10Nr�k;  �
þ µ�ÿiµ�����µ����¼·(µ�½�®+Õ�Ö�×�ØhÙ'|hÚ � C�öhø�C3]�Ù � C�ö-ø�c���öhÚ$× � �-ö��h|-~$Øhö-Ú � ���KW����h|P}¼�
µ½< < Ò �BA�
$�%+	2��(��A¯�(2'�Ð�	�; 
OÿwA¯�B��+	2��(�BA¯��2'�
QwË=<ÌË�Íà�oÑ`Ô"SÀÔBA��gYÏ
� x���� � � z yut�p`���$ØùÚYVùÚ�ø��h�'Ö:q¼��sò�&p`s � �m�wtw�����Bs$tw�%yS��suq¼p`���Byut�p`�nÆ&p`s�ÈÇKyus¤�Bq¼p`���Byut�p`�7ÉÈ�
â ñK×%Ø¤ô'ã

� ä��$ØùÚ�VNÚ�ø��h��ÖKåE÷'Ö�|�ØNÚ�øoê�W��-��Ú3]-}�~��h�O�^÷3W�öhø�ö��_§KW�ö-ø�ö êNé�î7�%�87�æ�ë7� ò
sS��y � su���$yux��	¿F�B� � �	pB��yux��	�wtw�����Bs$tw�%yS��suq¼p`���Byutw��v:� � � z yut�p`�nÆ&p`stwyS� Ë sS�uy�����sutw¿`�Byutw¿��ÅÉ�By$���uq¼� z t Ë ���Mq¼p`tw�%y÷'Ö�|�ØùÚ�ø�� � x�� �Bsuv ��� ����y5W��h�'Ú�]-}�~��-�Mt����B��tw�%yS��v���s	��� Ë ��tw��v�yux���p`sS����s/pB�9yux��'����sutw¿F�Byutw¿���ySp � � z p � ~q � yS���¯�9§¨��yuyutw��vuW��h�'Ú�]-}�~��-�'ä3! � ���B���gyuxi�Bygyux��¿`�B� � �)pB�iyux��)tw�%yS��suq¼p`���Byutw��v/� � � z yut�p`�'�mtw�w� � � z p � q � yS��� F�¤��yuyutw��v�W��-��Ú�]�}�~��h�'ä � �mtw�w�gsS��y � su� yux�� Ë sS�uy�����sutw¿`�Byutw¿����By x =

÷�Ö�|�ØNÚ�ø7� � x�� �Bsuv ��� ���%yS��÷KW�ö-ø�ö��B���
§KW�ö-ø�ö ��� �uy � ��yV�)p	¿�� z ySp`sS� � z p`�%y¤�Btw��tw��v�yux�� x ~ �B��� y ~ z p¨p`sS�Ktw�i�ByS�����¬p`s_��� z x:���By¤��q�p`tw��y � sS���uq¼� z yutw¿����wr��ýÛ�¾÷�Ö�|�ØùÚ'ø �wt���� p � yS�ut�����yux������By¤�¾s¤�B��v�� � �ÈÇ¨yus¤�Bq¼p`���Byut�p`�!�mtw�w� � ��q¼��sò�&p`s � ��� � �B���6yux���sS��� � �wy � ��r��p`y � �	� z�z�� s¤�ByS�F� � x��	p`q�yut�p`�i�B� � p�p`�����B���Bsuv ��� ���%y�ô�öh�'Ú�]�×��h� z p`�%yusSp`���$�mx���yux���syux�� � �S��s��Sx�p � ��� � ����Bsu����� tw� yux�t�� z �`�S��Æ&���È�¬� � �wy�®yø��3]��%ÉÈ�
ë �
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���By¤��q�p`tw��yS� z p`� z ��su��tw��v�yux��/� � � z yut�p`�

f (x) = sin (x)t������ Ë ����� � �mtwyux�tw�Myux���tw�%yS��su¿F�B� [−2, 7]
� � x���� � tw�%yS��suq¼p`���Byutw��v � � � z yut�p`�����Bq�q�sSp�Ç¨t � �Byutw��v

f (x)
�B��� df

dx�BsS����� Ë ����� � r � �utw��vD��ØùÚYVùÚ'ø��h�'Ö7� � x�� sS��� � �wyS�/�BsS� �Sx�p��m��vFs¤�Bq�x�t z �B�w�wr���¦ip`s��ut � q��wt z twy�r � ���By¤��q¼p`tw�%yS��BsS�m��Â � �B�w�wr'�uqi� z ��� � tÛ� �F� � yux���¿�� z ySp`sÌ÷KW�öhø�ö/t�� z sS���ByS��� � r � �utw��vu�$ØùÚ��-Ö�ö��h��Æ&�¤���m�S� z yut�p`� { � { � { � qi�Bv��$ù�ÉÈ�
���X®%]�Øù���lår¯�W���öPô�¯
��¯��%��E'Ö�Ù'|hø�°�ß�Ù'|hø���öhø�ö�¯B��¯�����E�Ö�Ù�|-ø�°-ß�Ù�|-ø3¦%]'Ú���¯B��¯��%�3E�]�ø�ØhÙ�×X°X�$ØùÚ��hÖ�ö��h�Y¯

��¯��%�3E�°X�$ØùÚYVùÚ�ø�¯-ò
Ù'|��hö'Ù ÷3W�ö-ø�ö"�_§3W�öhø�ö��>ö-÷���×7W�ö-ø�ö
÷KW�öhø�ö-ä3��ØùÚ��hÖ�ö��h�,å�4;'��+.&� � 0�ò§KW�öhø�ö-ä�#�2
õ�|h� ØNä � �:9�÷3W�öhø�öoW�|§3W�ö-ø�ö � Ø � äh}$öhø�ó�8>×�ØùÚ\å>÷3W�öhø�ö � Ø � ò�-Ú3W
Ù'|��hö'Ù¤õ%]�ÚY�ùø�Øh|hÚ õ�Ù�ØùÚ���ö-�\åE÷´ò
���hø�]'��Ú\��ØNÚ�VNÚ�ø��-��ÖKåE÷��(!"� ÷3W�ö-ø�ö"�_§3W�öhø�ö�ò
�-Ú3W
Ù'|��hö'Ù¤õ%]�ÚY�ùø�Øh|hÚ\W'õ�Ù�ØNÚ��'öh�\å>÷�ò
���hø�]'��Ú\��ØNÚ�VNÚ�ø��-��ÖKåE÷�� � � ÷3W�ö-ø�ö"�_§3W�öhø�ö�ò�-Ú3W
ö-÷���×;W�ö-ø�ö-ä'ß�Ù'|hø���öhø�ölåE÷KW�ö-ø�ö��9§3W�öhø�ö"�(#�47'��(.32"�(#�4 � � � 2��Eõ�ö'Ù�×-�"� � �+)"�(!"��¯ùö;]'ø�|Y¯B�^ø'��]���� � òß�Ù�|høK¦%]'Ú��Zå§õ�Ù�ØùÚ��'öh�O�(#�2"�>ö-÷���×;W�ö-ø�ö�ò
W���öPô�81�-Ù���ö-�\å�ò
ß�Ù�|høK¦%]'Ú��Zå1W�õ�Ù�ØùÚ���ö-���(#�47'"�+.32"�(#�4 � � � 2"�^ø��3]��"�('���¯ùöX]�ø�|Y¯B� ø���]���� � ò

³M´�µ�¶Ì·"¹aº�·U»7¼�½Y»:µ�¶ ¾K×�À p �'b� 3¢£ �a �
¦Dtwv � sS��ë��w© | �ux�p���� yux���sS��� � �wyS� p � y¤�Btw����� � r6s � ����tw��v yux�t��'q�sSp`vFs¤� � � ýV� Ë v � sS��ë��w© | � � yux������By¤�q�p`tw��yS���BsS��q���p`yuyS��� � ySp`v���yux���s	�mtwyux yux��'tw��yS��suq�p`���Byutw��v � � � z yut�p`� �Bq�q�sSp�Ç¨t � �Byutw��v

f (x)
� ¦Dtwv � sS�'ë��w© |F��ux�p�����yux���tw�%yS��suq¼p`���Byutw��v�� � � z yut�p`�å�Bq�q�sSp�ÇKt � �Byutw��v df

dx

�ý���yux�t���ÈÇ�� � q���� �
f (x)

t�������w�*�Bq�q�sSp�Ç¨t � �ByS��� � r��wtw�����Bsmtw�%yS��suq¼p`���Byut�p`� Æ�yux�����susSp`st��ms¤�Byux���s�� � �B�w�(ÉÈ�� x��m�Bq�q�sSp�ÇKt � �ByS��� ����sutw¿`�Byutw¿�� df
dx

t�����q�t�� z ���mt��¤� z p`���Sy¤�B�%yg� � � z yut�p`� � �B����twy*t��gp � ¿¨t�p � �u�wr ��p`y�� z�z�� s¤�ByS�F�� x��'sS���`����s �Sx�p � ��� � p��KtÁ�&råyux���� ��� � ��s pB�m���By¤��q¼p`tw�%yS��ySp¾�S���'x�p�� yux��±� z�z�� s¤� z rªpB��yux�� sS��� � �wyS�t��$�3À¯� z yS���¯��¦�p`s��ÈÇ�� � q���� � z xi�B��vFtw��v�yux��	� ��� � ��s�pB�_���By¤��q�p`tw��yS�ySp 55
Æ�tw���uyS���`�åpB�
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Ém�mtw�w�*sS��� � �wy������z x � p`sS��� z�z�� s¤�ByS���Bq�q�sSp�Ç¨t � �Byut�p`�å�¬p`smyux�� Ë sS�uy�����sutw¿F�Byutw¿��F�

ü ��:ô¨Ù>ý`ó
�X� � º z t�����yu�wr ���Bsuv��M�S��y'pB�$���By¤�åq�p`tw��yS�'t�� z s ��z t��B��¬p`s p � y¤�Btw��tw��v � z�z�� s¤�ByS��sS��� � �wyS� � �utw��v��wtw�����Bs tw� ~yS��suq�p`���Byut�p`�H��¡�p`yS�:yuxi�By��wtw�����Bs tw��yS��suq�p`���Byut�p`�!q�sSp¨� ��z ��� �Mq�t�� z ���mt��S���wtw�����Bs � � � z yut�p`�WF_yux���sS�È�&p`sS� � twyS�����sutw¿`�Byutw¿��:t�� � r �i�By � sS�±� q�t�� z ���mt��S� z p`���uy¤�B��y�� � � z yut�p`�H� �$� ¿�t�p � �u�wr � yux��:tw�%yS��suq¼p`���Byutw��vå� � � z yut�p`� t����p`y��KtÁÀ¼��sS����yut�� � �����By�B�w�*���By¤�'q�p`tw��yS���� x���¿�� z ySp`sB÷3W�öhø�ö ��� �uy z p`��y¤�Btw� � p`��p`ySp`��t z �B�w�wr�tw� z sS���`�Stw��v�p`s���� z sS���`�Stw��v:���By¤�K��ýÛ�*yux�t���t�����p`ymyux��z �`�S� � r�p �±� � �uym�Sp`suyyux�������� � ���%yS�mpB�*¿�� z ySp`s ÷KW�öhø�ö�Æ � �BÊ�tw��v �B���Sp yux����Bq�q�sSp`q�sut��ByS� z xi�B��v�����tw�±¿�� z ySp`s
§3W�öhø�ö�É � �È�¬p`sS� z �B�w�wtw��v��$ØùÚYVùÚ�ø��h�'Ö7�/¡$p`yS� yuxi�By x ~ z p¨p`sS�Ktw�i�ByS�����uySp`sS����tw��yux�� ¿�� z ySp`s&÷3W�öhø�ö±�������å��p`yySp � ����Â � �B�w�wrM�uqi� z ���¯�� ·���µ��¼ºg¹$µ¼® �'b� �¢£ �a �
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¦Dtwv � sS��ë��w© | ®��$��� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r±yux����ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p �'b� �¢£ �a �
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QwË=<ÌË"Ê à�g+�	BA�Y�+ÏoÒ"Ñ¥ÔB

� x���� � � z yut�p`�Çá-����ö-ø����-Ö�Ù�ØùÚ�� z p � q � yS���å�B�w�/���By¤�n�����������#ySp ��� Ë ��� � z�� � t z �uq��wtw���ªtw�%yS��suq¼p`���Byutw��v� � � z yut�p`�H�

â ñK×%Ø¤ô'ã
×K�h|'�-õ�õ'ä'á�����ö-ø��3�hÖ�Ù�ØùÚ��låE÷KW�ö-ø�ö��9§3W�öhø�öWêùæ�ñ�Çùì,ë�ê�ër��©3©�ë7� ò

sS��y � su����yux��±�uq��wtw��� z p¨�
º z t����%y'���By¤� � ×3�h|'�-õ'õ � ����������� ySp q¼��sò�¬p`s �£z�� � t z �Sq��wtw����tw�%yS��suq¼p`���Byut�p`�H� � x���Bsuv ��� ����yS�&÷3W�öhø�ö±�B���È§3W�öhø�ö � � �uy � ��yV�p�¿�� z ySp`sS� � z p`��y¤�Btw��tw��vMyux�� x ~ �B��� y ~ z p¨p`sS�Ktw�i�ByS����¬p`s/��� z x���By¤��q¼p`tw�%y � sS���uq�� z yutw¿����wr�� � x��/�Bsuv ��� ���%yS�¹×Pø�§�Ö����B���{�hÚKW�W��h���BsS�p`q�yut�p`�i�B�Û� � x��/�Bsuv ��� ���%yÈ×Nø3§�Ö���t�����uyusutw��v � ��� Ë ��tw��v yux��$yVr¨q���pB��yux����uq��wtw���$� � � z yut�p`��ySp � � z sS���ByS���¯��ýVy ��� �Sy)xi��¿��/p`���$pB��yux���¬p`�w��p��mtw��v¿F�B� � ����®
ë%ù
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§�q��wtw����y�r�q¼� ú����B��tw��v
q Ú�|høB4Pö�4r{�Ú�|hø�k � x��'yux�twsS� ����sutw¿`�Byutw¿���pB��yux�� �uq��wtw���'� � � z yut�p`� t��	�`�S� ��� ��� ySp � �z p`��yutw� � p � �/�By�yux������By¤�'q¼p`tw�%yS���`�POu� z ����yySp'yux��	�����Mq¼p`tw�%yS�Å�
q �hÙ�öP}�Ö��XW%k � x�� Ë sS�uy$����sutw¿F�Byutw¿�� �By$yux��������¾q�p`tw��yS�t��Ê���pÅ�m�H��ýV�¾yux�t�� z �`�S� �yux���p`q�yut�p`�i�B�g�Bsuv ��� ���%y&�hÚ3W3W��-� ��� �Sy � �/q�sS���¤���%y��q Ö'��|�Ù'|hÚ����XW�k � x�� z�� su¿��/t�� �Vq�sSp`��p`��v�����	 � �Sp�yuxi�By������M���By¤�'q¼p`tw�%yS��BsS�/yusS���ByS����`��tw�%yS��su�i�B��q¼p`tw�%yS�Å�
q Ú�öhø3]���ö�Ù;k � x�������w� ~ Ê¨��p��m���V�i�By � s¤�B��	 z�� � t z �uq��wtw���F� � x����S� z p`���±����sutw¿`�Byutw¿���Bymyux��������Mq�p`tw��yS�mt���`�S� ��� ���MySp � �/é���sSp��q ®�]�öXW���ö-ø$Ø��:k � x���S� z p`���:����sutw¿F�Byutw¿���t��)�`�S� ��� ����ySp � � z p`���Sy¤�B�%y)�����Bs_yux��������q¼p`tw�%yS�Å�

� x��:���È�Û� � �wy�¿F�B� � ��t���×Nø3§�Ö���ä q Ú�|høB4Pö�4�{�Ú�|hø3k � �mx�t z xnt�� � � � �B�w�wr yux�� � ���uy z x�p`t z � � tÁ�mr�p � ��p`�W� y�xi��¿���B�%rM�`���Ktwyut�p`�i�B��tw�K�¬p`s � �Byut�p`� z p`� z ��su��tw��v±yux�� � ������su�wr�tw��v�� � � z yut�p`�H�
�hÚKW�W��h�:t��$�'¿�� z ySp`spB��yV�)p:����� � ���%yS� � ��� Ë ��tw��v:yux�� Ë sS�uy����sutw¿F�Byutw¿����By�yux��	�����Mq¼p`tw�%yS�Å�w�hÚKW�W��h� �F������ �uy � ����Â � �B�_ySp yux�� Ë sS�uy�����sutw¿F�Byutw¿��±�By x =

÷3W�öhø�ö ���r� Fg�ut � tw���Bsu�wr � �hÚKW�W��h� � ' � ��� �uy � � ��Â � �B�_ySpyux�� Ë sS�uy ����sutw¿`�Byutw¿�� �By x =
÷KW�ö-ø�ö � � � � �mx���sS�v� t��'yux���ySp`y¤�B�m� ��� � ��s�pB�����By¤�åq¼p`tw�%yS���6¡$p`yS��yuxi�By�hÚKW�W��-� � � �uy � �$� � q�q��wt����±p`���wr tÁ��×Nø�§'Ö���t��_��� Ë �����M�`� q �hÙ'öN}�Ö��XW�k�F�tw���B�w�¼p`yux���s z �`�¤��� � yux�t����Bsuv ��� ���%yt��mtwvF��p`sS���¯�

ü ��:ô¨Ù>ý`ó
¦�sSp � �B�å� z�z�� s¤� z r�q¼p`tw�%ypB�g¿¨t���� � � �S�����S�S����yut��B�w�wr�yux�� q �-Ù�öN}�Ö��%W%k±�Sq��wtw���/yVr¨q�� � tÁ�gr�p � Ê¨��p���yux��������q�p`tw��ym����sutw¿`�Byutw¿���� � p`yux���su�mt��¤� � �¤� q Ú�|-øY4Pö�4�{'Ú�|hø3k7� � x�� q Ö'��|'Ù�|hÚ����%W%k��uq��wtw����yVr¨q¼�t��m�Sp � ��yut � ��� � �¤����`���B� �B�wyS��su�i�Byutw¿���ySp q Ú�|høY4hö�4r{�Ú�|-ø�k�� ä ���uq�twyS� twyS���i� � � � yux�� q Ú�öhø3]���ö�Ù;k �Sq��wtw����y�r�q¼��t�����p`y���v�p¨p¨�z x�p`t z � � � �������¤�r�p � Ê¨��p���yuxi�By�yux����S� z p`��������sutw¿F�Byutw¿��	pB��yux�� � ������su�wr¨tw��v'� � � z yut�p`�Mt��m��Â � �B�¼ySp�é���sSp��Byyux��������Mq¼p`tw�%yS��F�tÁ�gr�p � ��p`�W� y�xi��¿����B�%r�sS���`�Sp`�¾ySp��`�S� ��� ��yux�t�� � ��p���p`y � �S� q Ú�öhø3]���ö'Ù;k:�Sq��wtw�������9ý��¾��ut � tw���Bs � �B������s � yux�� q ®�]�öXW���ö-ø$Ø��:k �uq��wtw����yVr¨q��'�ux�p � ���ªp`���wr � � � �S����tÁ�_r�p � Ê���pÅ� yuxi�By�yux����¤� z p`�������sutw¿`�Byutw¿��	t���B� � pF�uy z p`���uy¤�B��y������Bs�yux��	����� q�p`tw��yS�������tw� � �$ØùÚYVùÚ�ø��h�'Ö � yux��¿�� z ySp`sy÷KW�öhø�ö � � �uy z p`��y¤�Btw� � p`��p`ySp`��t z �B�w�wr±tw� z sS���`�utw��v p`s)��� z sS���`�utw��v ���By¤�K�ì$pÅ���¿���s �

x ~ z p�p`sS�Ktw�i�ByS���$�uySp`sS���Mtw�Myux�t��¿�� z ySp`s��������M��p`ymySp � ����Â � �B�w�wr��uqi� z ���¯�� ·���µ��¼ºg¹$µ¼®+H<; f�c¯b� ùk �
þ µ�ÿ�µ����*µ����¼·�µ�½F®wß�ö-��ø � c'�$Ø7W�Øhö��i�
Q Ë=<ÌËe<¸à�[��,Ñ£���+ÏoÒ"Ñ¥ÔB
� x���� � � z yut�p`�£á%]�~�Ø��;�-Ö�Ù�ØùÚ�� z sS���ByS����� z�� � t z �uq��wtw���'tw�%yS��suq¼p`���Byutw��vM� � � z yut�p`� � �utw��v �uq��wtw��� z p¨�
º z t����%y���By¤�'q�sS��¿¨t�p � �u�wr z p � q � yS��� � rIá�����ö-ø��3�hÖ�Ù�ØùÚ����
â ñK×%Øûô�ã

� ä'á%]�~�Ø��;�-Ö�Ù�ØùÚ��,åE÷'Ö�|�ØNÚ�øoê�W��-��Ú3]-}�~��h�O�^÷3W�öhø�ö��G×K�h|'�-õ�õ,êùé�î:�%�=7�æ�ë:� ò
sS��y � su����yux��¿F�B� � �/pB��yux�� z�� � t z �uq��wtw����tw�%yS��suq¼p`���Byutw��v � � � z yut�p`� Æ&p`s�twyS� Ë sS�uy�p`s��¤� z p`��������sutw¿F�Byutw¿��ÅÉ)�By���uq¼� z t Ë ����q¼p`tw�%yo÷�Ö�|�ØùÚ'ø7� � x��)�Bsuv ��� ����y&W��h�'Ú�]�}�~��-�/t��g�B� tw�%yS��v���s9��� Ë ��tw��v�yux��p`sS����s�pB��yux��)����sutw¿`�Byutw¿��ySp � � z p � q � yS���¯��§¨��yuyutw��vHW��-��Ú3]-}�~��h��ä3! � ���B����yuxi�By	yux���¿F�B� � ��pB��yux�� tw�%yS��suq¼p`���Byutw��vå� � � z yut�p`�6�mtw�w�� � z p � q � yS��� F��S��yuyutw��vnW��h�'Ú�]-}�~��-�'ä � p`s�W��h�'Ú�]�}�~��-�'ä�'��mtw�w��sS��y � su�:yux�� Ë sS�uyp`syux��$�S� z p`���±����sutw¿`�Byutw¿�� �sS���uq¼� z yutw¿����wr � �By

x =
÷'Ö�|�ØNÚ�ø��±���	tw� á����'öhø��3�hÖ�Ù�ØùÚ�� � yux��±�Bsuv ��� ����y[÷KW�öhø�öMt����M¿�� z ySp`s z p`�%y¤�Btw��tw��vyux��

x ~ z p�p`sS�Ktw�i�ByS���)�¬p`sm��� z x ���By¤� q¼p`tw�%y�� � x����Bsuv ��� ���%y�×3�h|'�-õ'õ't���� � �ByusutÁÇ z p`�%y¤�Btw��tw��v z�� � t z �uq��wtw���z p��
º z t�����y$���By¤� � �`� z p � q � yS��� � rIá�����ö-ø��3�hÖ�Ù�ØùÚ����
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ú ã%ô$¡#�ï �
� x��M�ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � pÌH<; f�c b� ùk t��'�ut � tw���Bs ySp:p ��b� �¢£ �a � �1�S��y'pB�

10
���By¤��q¼p`tw�%yS� z p`� z ��su��tw��v yux��� � � z yut�p`�

f (x) = sin (x)
t��'��� Ë ����� � �mtwyux�tw� yux���tw�%yS��su¿F�B� [−2, 7]

� � x��±� � � z yut�p`��á�����ö-ø��3�hÖ�Ù�ØùÚ�� t��
� �¤���¾ySp z p � q � yS�'�uq��wtw��� ���By¤��F�yux���� � z�� � t z �uq��wtw����� � � z yut�p`�����Bq�q�sSp�ÇKt � �Byutw��v f (x)

� df
dx

� �B��� d2f
dx2

�BsS���� Ë ����� � r � �Stw��v áX]'~$Ø��X�hÖ�Ù�ØùÚ���� � x���sS��� � �wyS���BsS�M�ux�p��m�!vFs¤�Bq�x�t z �B�w�wr�� ¦�p`s �ut � q��wt z twy�r � yux���¿�� z ySp`s÷KW�ö-ø�ö t�� z sS���ByS��� � r � �utw��vh��ØùÚ��hÖ�ö��h� � �Sp ���By¤� q¼p`tw�%yS���BsS� ��Â � �B�w�wr¸�uqi� z ��� � �B�wyux�p � vFx yux�t��:t�����p`y��� z ���¤�¤�Bsur��
���%®%]�Øù���,år¯�W���öhô�¯
��¯�����E'Ö�Ù�|-ø�°�ß�Ù�|-ø���öhø�öY¯B��¯��%�3E�Ö�Ù�|hø�°-ß�Ù�|høK¦%]'Ú���¯
��¯��%��E3]�ø�ØhÙ�×%°X�$ØùÚ��-Ö�ö��h��¯

��¯��%��E�°�áK�hÖ�Ù�ØùÚ���¯-ò
Ù�|��hö'Ù�÷KW�ö-ø�ö��9§3W�öhø�ö"�G×K�h|���õ�õ��>öh÷���×;W�öhø�ö
÷3W�öhø�ö-ä��$ØùÚ��hÖ�ö��h�,å�47'"�+.&� � !$ò§3W�öhø�ö-äK#32
õ�|-� ØNä � �:9�÷3W�ö-ø�öGW�|§KW�ö-ø�ö � Ø � äh}�ö-ø�ó�8>×'ØNÚ\å>÷3W�ö-ø�ö � Ø � ò�hÚKW
×3�-|���õ�õ�ä�á-����öhø����-Ö�Ù�ØNÚ��,åE÷3W�öhø�ö��_§KW�ö-ø�ö�ò
Ù�|��hö'Ù õ�]�ÚY�ùø$Ø-|hÚ õ�×PÖ�Ù�ØNÚ��,åE÷�ò
���-ø�]'��Ú8áX]'~$Ø��X�hÖ�Ù�ØùÚ��lå>÷��+!&�^÷KW�öhø�ö��Y×3�h|'�-õ'õ$ò
�hÚKW
Ù�|��hö'Ù õ�]�ÚY�ùø$Ø-|hÚéW�õ�×NÖ�Ù�ØùÚ��låE÷´ò
���-ø�]'��Ú8áX]'~$Ø��X�hÖ�Ù�ØùÚ��lå>÷�� � �^÷KW�öhø�ö��Y×3�h|'�-õ'õ$ò�hÚKW
Ù�|��hö'Ù õ�]�ÚY�ùø$Ø-|hÚéWK'�õ�×NÖ�Ù�ØNÚ��lå>÷�ò
���-ø�]'��Ú8áX]'~$Ø��X�hÖ�Ù�ØùÚ��lå>÷��('"�^÷KW�öhø�ö��Y×3�h|'�-õ'õ$ò
�hÚKW
öh÷���×;W�öhø�ö-ä'ß�Ù�|-ø���öhø�ö,åE÷KW�öhø�ö��9§3W�ö-ø�ö"�(#�4;'��(.32��1#�4 � � � 2��Eõ�ö�Ù�×-�"� � �()"�(!"��¯Nö;]'ø�|�¯
�^ø'��]��"� � òß�Ù'|høK¦%]�ÚY�Zå§õ�×NÖ�Ù�ØNÚ����1#�2"�>öh÷���×;W�öhø�ö�ò
W���öPô�81�hÙ'��ö-�\å�ò
ß�Ù'|høK¦%]�ÚY�ZåF#XW�õ�×NÖ�Ù�ØùÚ����+WK'-õ�×NÖ�Ù�ØùÚ���2"�(#�4;'��(.32��1#�4 � � � 2�� ø���]����1#�'�� � 2"��¯ùöX]�ø�|�¯B� ø��3]���� � ò

³L´�µ�¶¸·�¹aºÈ·U»7¼�½Y»:µ�¶ ¾Kã�À pÌH<; f�c b� ùk �
¦*twv � sS��ë��w©F©M�Sx�p���� yux���sS��� � �wyS� p � y¤�Btw����� � r s � ����tw��v yux�t��'q�sSp`vFs¤� � �ný�� Ë v � sS��ë��w©F©Å� � yux��M���By¤�q¼p`tw�%yS���BsS��q���p`yuyS��� � ySp`v���yux���s��mtwyux yux��:�uq��wtw���'� � � z yut�p`�6�Bq�q�sSp�ÇKt � �Byutw��v

f (x)
�±¦Dtwv � sS� ë��w©F© � �Sx�p����yux����uq��wtw���/� � � z yut�p`���$�Bq�q�sSp�ÇKt � �Byutw��v df

dx

Æ�yux�t z Ê��wtw���ÅÉm�B��� d2f
dx2

Æ�yux�tw� �wtw���ÅÉÈ�ýV��yux�t���ÈÇ�� � q���� �
f (x)

t���¿���sur �)���w���Bq�q�sSp�Ç¨t � �ByS��� � r z�� � t z �Sq��wtw�����$Æ�yux�����susSp`st��9¿���sur � � �B�w�(ÉÈ� � x���Bq�q�sSp�Ç¨t � �ByS���n����sutw¿F�Byutw¿�� df
dx

xi�`�������Bsuv���s���susSp`s � � � y�twy	t����uyutw�w�_� z�z�� s¤�ByS�F� � � yux�� p`yux���s	xi�B��� � yux����susSp`stw�¾�Bq�q�sSp�ÇKt � �ByS��� d2f
d2x

t�� z p`���ut�����s¤� � �wr����Bsuv���s�� � x�t���t���yux����ÈÇ¨q¼� z yS��� � ��xi��¿�t�p`s�pB� z�� � t z �uq��wtw��������,�ut � q���� z p � qi�Bsut��¤p`� pB� Ë v � sS����ë��w©F©��B���ªë��w© | �ux�p������mxi�By �ux�p � ��� � � �ÈÇKq¼� z yS���ªtÁ� z�� � t z �uq��wtw���tw��yS��suq�p`���Byut�p`�±t�� � �S��� � tw���uyS���`�'pB�7�wtw�����Bs�tw��yS��suq�p`���Byut�p`�H��ý�ygt���p � ¿¨t�p � �gyuxi�By�yux�� Ë sS�uy�����sutw¿`�Byutw¿���t�� � ��z x� p`sS� � z�z�� s¤�ByS���wr¾�Bq�q�sSp�ÇKt � �ByS��� � r z�� � t z �Sq��wtw����� � �B�wyux�p � vFx �¬�����s���By¤� q�p`tw��yS�����sS� � �S���¯�

}F|
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¦Dtwv � sS��ë��w©F©F®��$��� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r�yux��	�ÈÇ�� � q����	q�sSp`vFs¤� � pÌH<; f�c b� ùk �
� x��/sS���`����s��ux�p � ��� � p¨�KtÁ��r�yux��/� ��� � ��s$pB�D���By¤�'q¼p`tw�%yS�mySp �¤���$x�pÅ��yux��	� z�z�� s¤� z r�pB�Dyux��/sS��� � �wyS��t���3À¼� z yS���¯�_¦�p`s��ÈÇ�� � q���� � z xi�B��vFtw��v:yux��	� ��� � ��s$pB�g���By¤�'q¼p`tw�%yS�mySp 30
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É)�mtw�w�HsS��� � �wym¿���sur� z�z�� s¤�ByS�	�Bq�q�sSp�ÇKt � �Byut�p`��� � ��¿������¬p`syux����¤� z p`��������sutw¿F�Byutw¿��F�9¡�p`yS��yuxi�By � tw��yux�t��m�ÈÇ�� � q���� � yux��/���È�¬� � �wyÆ q Ú�|høY4hö�4r{�Ú�|-ø�k�É��uq��wtw��� yVr¨q���t�� � �S���¯� � x���sS���`����s��Sx�p � ��� yusur �KtÁÀ¯��sS���%y/�uq��wtw����y�r�q¼�����m¦�p`s��ÈÇ�� � q���� �yux�� z p � � �B���

×K�h|���õ�õ'ä'á-����ö-ø����-Ö�Ù�ØùÚ��,åE÷KW�öhø�ö��9§3W�ö-ø�ö"�_k��-Ù�öP}�Ö��%W%kO�(#N}$öhø'óJ81�-|�×Wå�47'�ò��R}�öhø'óJ8��h|�×Wå1.$ò72�ò
z �B� � � � �¤����tw���uyS���`�	pB�\×3�-|���õ�õ�ä�á-����öhø����-Ö�Ù�ØNÚ��,åE÷3W�öhø�ö��_§KW�ö-ø�ö�ò�� � x�t��H����r � � � p`sS�_� z�z�� s¤�ByS�o� z ��� � q¼����	�uq��wtw����� � � z yut�p`� �mtw�w� � � z sS���ByS���¯�
ü ��:ô¨Ù>ý`ó
���È�&p`sS� z �B�w�wtw��v á%]�~�Ø��;�-Ö�Ù�ØùÚ�� � yux���� � � z yut�p`�Çá-����öhø����-Ö�Ù�ØNÚ�� � � �uy � � z �B�w�����¯� ý�y�t���t � q¼p`suy¤�B�%y¾ySp� ������sS�uy¤�B��� yuxi�ByDá-����öhø����-Ö�Ù�ØNÚ�� ��� �Sy � � z �B�w����� �h�$�d���h��¢G� ySp z p � q � yS��yux������ z ���S�¤�BsurM�uq��wtw�������By¤�K�
� � z ��yux�t��xi�`� � �����±��p`��� � ¿F�B� � ���pB�Hyux��tw�%yS��suq¼p`���Byutw��v � � � z yut�p`� Æ&p`s_twyS�)����sutw¿`�Byutw¿����ûÉ z �B� � �p � y¤�Btw������ r z �B�w�wtw��v�á%]�~�Ø��;�-Ö�Ù�ØùÚ��:�`� � �B�%r�yut � ����`����� z ���S�¤�Bsur��o � � t z �uq��wtw�����	�BsS� pB�&yS��� � �S�È� � �DySp z p � q � yS��yux�� Ë sS�uy	p`s/yux�� �S� z p`��� ����sutw¿`�Byutw¿���� ��� ��sut z �B�w�wr�� �$� ~yux�p � vFxM� ��� ��sut z �B���KtÁÀ¯��sS���%yut��Byut�p`�¾t���Ê���pÅ�m�MySp � �$¿���sur � ���¤�3�¬� � ���uyut � �Byutw��v yux��/����sutw¿`�Byutw¿���� � r z�� � t z�uq��wtw����tw�%yS��suq¼p`���Byut�p`�Nt�� � � � �B�w�wr#� z�z�� s¤�ByS� � q�sSp�¿¨t������#yuxi�ByMyux�� � ������su�wr�tw��v¸� � � z yut�p`��t��M� � º z t�����yu�wr� � p¨p`yux � �B���¾�'� � º z t����%y/� � p � �%y�pB�g���By¤�'q¼p`tw�%yS�t�����¿F�Btw��� � ���F�ý��5v�������s¤�B� � z�� � t z �uq��wtw��� tw�%yS��suq¼p`���Byut�p`�Nt�� z p`���ut�����sS���N�`�Myux�� � ��yux�p¨��pB� z x�p`t z � � ���uq¼� z t��B�w�wr5tw��utwy � �Byut�p`�����mx���sS� z p`�%yutw� � twy�r¾pB�gyux�� Ë sS�uy����sutw¿F�Byutw¿���t��� z p`� z ��su�H�� ·���µ��¼ºg¹$µ¼®+H<; f�c¯b� ùk �
þ µ�ÿ�µ����*µ����¼·�µ�½F®wß�ö-��ø � c'�$Ø7W�Øhö��i�
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�9sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B� ¥ ¡$� ¿���sS�ut�p`� ©F� �F|
QwË=<ÌË£Q Î&y�AXg+	oÏlÓKÒ�	YAhÑ�ÓKÔ
� x���� � � z yut�p`���b��ØNÚ�VNÚ�ø��-��Ö6�B��� á%]�~$Ø3�;�-Ö�Ù�ØNÚ�� z �B� � � � �S���nySp �§Û-�À�E�
»��h� �-�R� ���By¤� � tÛ� �F� � ySp z p � q � yS�yux���¿`�B� � ��pB��yux���� � � z yut�p`� Æ&p`s	twyS�	����sutw¿F�Byutw¿����ûÉ/p � yS�ut�����yux������By¤��tw�%yS��su¿F�B�Û�:ý�� yux�t�� z �`�S� � ���)�Bsu��tw��v� ���¤�¤�Bv���mtw�w� � �q�sutw��yS��� � ySp	tw�K�¬p`s � yux�� � �S��s)yuxi�By)�ÈÇKyus¤�Bq�p`���Byut�p`��xi�`� � �����:sS��Â � ���uyS���¯� � x�t��)�)�Bsu��tw��v� ���¤�¤�Bv�� z �B� � �/�u�mtwy z x����åpBÀ � r��S��yuyutw��v:yux��	p`q�yut�p`�i�B�*�Bsuv ��� ���%y¹ô�ö-��Ú3]�×-�-��ySpjõ�ö�Ù�×�� Æ�yux�t��mt�� � �S�È� � �tÁ�/r�p � ���B�%y:ySp6��¿�p`t�� � � �wyutwq���� �)�Bsu��tw��v � ���S�¤�Bv����:q�sutw�%yS��� � rø��ØùÚYVùÚ'ø��h�'Ö6p`s½á%]�~�Ø��;�-Ö�Ù�ØùÚ���ÉÈ� � p�¤����x�p�� �ÈÇ¨yus¤�Bq¼p`���Byut�p`� �)p`suÊ¨� � � p¨�KtÁ��rªyux��±�ÈÇ�� � q����:q�sSp`vFs¤� � �=p �'b� 3¢£ �a �B���£pÌH<; f�c b� ùkF� �SpMyuxi�By	yux��tw��yS��suq�p`���Byutw��v�� � � z yut�p`���mtw�w� � �_q���p`yuyS�����¬p`s x ∈ [−3, 8]

��§�tw� z �_���By¤��q�p`tw��yS��tw� yux����S�_�ÈÇ�� � q����9q�sSp`vFs¤� � ��BsS� ��¿F�Btw��� � ���	tw�Myux���s¤�B��v�� x ∈ [−2, 7]
� �ÈÇ¨yus¤�Bq¼p`���Byut�p`� �mtw�w� � � � �S�����¬p`s x ∈ [−3,−2]

�B���
x ∈ [7, 8]

�
ýVy t�� �)p`suyuxÃ� � q�xi�`�utwé�tw��v6yuxi�By��ÈÇ¨yus¤�Bq¼p`���Byut�p`�¸t�� ¼P�q�Y� � ���¤�3�¬� � �B���¸�ux�p � ��� � � ��¿�p`t������¯� ýV� s¤�BsS�z �`�¤��� � x�p��)��¿���s � �ÈÇKyus¤�Bq¼p`���Byut�p`� z p � ��� � � � �S�È� � �Û�_ø�¿����¾tÁ�gr�p � �������MySp q¼��sò�&p`s � �ÈÇKyus¤�Bq¼p`���Byut�p`� � ��p��Sp�¬p`s
x ~ ¿F�B� � ���m�����Bs�yux��������Mq¼p`tw�%yS�Å�_§¨��yuyutw��v½÷'Ö�|�ØNÚ�ø:p � yS�St�����yux������By¤�'tw�%yS��su¿F�B� � �B���MySp¨p��Û�Bs�&sSp � yux�������¾���By¤�'q�p`tw��yS� � �mtw�w�Hq�sSp � � � �wr�sS��y � su�å��ySp`y¤�B�w�wrM��susSp`����p � �$sS��� � �wy��

µ½<�µ 4 ���,>)
 Ó[A�A¯� ��.
QwË£Q Ë�Íà�O>@?&A
� x���� � � z yut�p`�u�%C�õ$Øùøq¼��sò�¬p`s � ������p`� ~ �wtw�����Bs Ë yHpB�����By¤��ySp���yux���p`sS��yut z �B�%� � � z yut�p`� � � �utw��vmyux�� ¥ ��¿���� � ��suv ~úª�BsSÂ � �BsS�Ky'�B�wv�p`sutwyux � �Mý�y Ë ������� �S��y�pB��qi�Bs¤� � ��yS��sS� a = a1, a2, . . . , am

� � ��z x yuxi�By'� �S��y�pB�����By¤�
(xi, yi) i = 1, 2, . . . , n

t�� � ���Sy Ë yuyS��� � r ��� � � z yut�p`� f (x, a) = (x, a1, a2, . . . , am)
� � p ��p�yux�t�� � yux��� � � z yut�p`�ªt � q���� � ���%yS��yux�� ¥ ��¿���� � ��suv ~ úª�BsSÂ � �BsS�Ky��B�wv�p`sutwyux � � �mx�t z xªt�����s¤�Byux���s z p � q����ÈÇ�� ��� ��sut z �B�� ��yux�p¨� � �Bt � tw��v�ySp Ë �������S��ygpB�7qi�Bs¤� � ��yS��sS� a

� � ��z x yuxi�Bygyux�������w� ~ Ê¨��p��m�±Â � �B��yutwyVr χ2
Æ�� z x�t ~ �SÂ � �BsS�
	 Ét�� � tw��t � twé����¯� ä ���uq�twyS�'twyS� z p � q����ÈÇKtwyVr � x�p����¿���s � �XC�õ�ØNø z �B� � � ���`�utw�wr � �S��� tw� � ¥ � ��q�sSp`vFs¤� � � tw�p`sS����sySp Ë ���¾��yux���p`sS��yut z �B� z�� su¿��	yuxi�By � ���Sy � p�����������S��y�pB�g���By¤�K�

â ñK×%Ø¤ô'ã
�ùó�Ø;'"�>ö��9��ö�ä��XC�õ�ØNø\å>õ��9W'õ�W�ö"�>ö��%]���×�×U�^÷3W�öhø�ö��_§KW�ö-ø�ö êNæ�ç$èPé$êNæ�ð���íZî�ê-ëYì´æ$ê
íZîNï�ð'ñlò

Ë ����� ��¿�� z ySp`s z p`�%y¤�Btw��tw��vª���S��y�pB�)qi�Bs¤� � ��yS��sS� � ö � �¤p±yuxi�By�yux�� ���By¤���S��y)åE÷KW�öhø�ö � Ø � �9§3W�öhø�ö � Ø � ò t��� ���uy Ë yuyS��� � r���� � � z yut�p`��õoå>÷��§ö�ò%�\õ�t��� � �S��s ~ ��� Ë �����±yux���p`sS��yut z �B�7� � � z yut�p`�:yuxi�By � p¨�������_yux��$���By¤��F�twy����q¼�������_p`��÷'�B��� yux����S��y9pB�¼qi�Bs¤� � ��yS��sS� � ö��"W�õ3W�ö/t���$� � � z yut�p`�:��� Ë ��tw��v yux���qi�Bsuyut��B�7����sutw¿F�Byutw¿����_pB�Ìõ�mtwyux�sS���uq¼� z y�ySp�yux���qi�Bs¤� � ��yS��sS�¹ö�F¨yux�t��_� � � z yut�p`�M�ux�p � ����sS��y � su� ��¿�� z ySp`s z p`��y¤�Btw��tw��v yux�������sutw¿F�Byutw¿����
∂f
∂a1

, ∂f
∂a2

, . . . , ∂f
∂an

�yö��%]���×�× t�����¿�� z ySp`s z p`�%y¤�Btw��tw��v�yux��/tw��twyut��B�¯v � ���S�)�¬p`s��B�w�¯yux��/qi�Bs¤� � ��yS��sS�¹ö��\÷KW�ö-ø�ö�B���ø§3W�ö-ø�ö �BsS��y��p ¿�� z ySp`sS�±pB�$yux��M�¤� � �M�Stwé�� � z p`�%y¤�Btw��tw��v6yux��
x ~ �B��� y ~ z p�p`sS�Ktw�i�ByS���±pB�$yux��M���By¤�q¼p`tw�%yS�Å� � x�� �Bsuv ��� ���%yS�j×Nó�|Pô � ×�ØN�-}�ö � �-Ö�×±�B���)}$öh÷$ØNøå�BsS�'p`q�yut�p`�i�B�Û�j×Pó�|hô¾t��	� � p¨p`�����B� �Bsuv ��� ���%yyuxi�By z p`��yusSp`�����mx���yux���smq�sSp`vFsS���S��pB��yux�� z �B� z�� ���Byut�p`���mtw�w� � �$�Kt��Sq�����r�����p`s���p`y/Æ&���È�Û� � �wy�®\ø��3]��%ÉÈ�w×�ØN�-}�ö��� Ë �����yux���Sy¤�B�����BsS�:����¿¨t��Byut�p`��pB�¯yux�����By¤�	q�p`tw��yS��F�twy z �B� � ���� ��� � ��s)p`s��/¿�� z ySp`spB�¯yux��$�¤� � ��utwé���`�Ì÷3W�ö-ø�ö��B���î§KW�ö-ø�ö�®*tÁ�7twy�t��9��� ��� � ��s � �B�w�����By¤��q¼p`tw�%yS�_�BsS� z p`���St�����sS��� ySp/xi��¿�����uy¤�B�����BsS�:����¿�t��Byut�p`���Â � �B��ySpj×�ØN�h}$ö�F�tÁ�Htwyt�����¿�� z ySp`s � ��� z x����By¤��q¼p`tw�%yjåE÷3W�öhø�ö � Ø � �9§3W�ö-ø�ö � Ø � ò�xi�`�)� �uy¤�B�����BsS������¿�t��Byut�p`���Â � �B�ySp ×'ØN�-}�ö � Ø � FmtÁ�¦×�ØN�h}$öªt��±p � twyuyS��� � �B�w�$���By¤�ªq¼p`tw�%yS���BsS�My¤�BÊ����Ã�mtwyux#� �uy¤�B�����BsS� ����¿�t��Byut�p`���Â � �B��ySp

1
� � x�� p`q�yut�p`�i�B��Bsuv ��� ���%yv�-Ö�×���� Ë ������yux�� �����utwsS��� � z�z�� s¤� z r pB�yux����B�wv�p`sutwyux � Æ&���È�Û� � �wy�®

�-Ö�×hä3!�89! � É � �B��� yux��:�Bsuv ��� ���%y[}�ö-÷$ØNø���� Ë ������yux�� � �3ÇKt ����� � ��� � ��s'pB�)twyS��s¤�Byut�p`���MÆ&���È�Û� � �wy�® 20
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� x���� � � z yut�p`� sS��y � su����yux�� Ë �i�B�/Æ � tw��t � twé����iÉ�¿F�B� � �'�¬p`s χ2
� �ùó$ØX' � �B��� yux��:���uyut � �ByS��� ¿`�B� � � �&p`s �B�w�yux�� qi�Bs¤� � ��yS��sS� � ö��mýV��yux����uq¼� z t Ë ���¾�uy¤�B�����BsS������¿¨t��Byut�p`�åt�� z p`���uy¤�B�%y�ySp±�B�w�D���By¤��q¼p`tw�%yS� � �XC�õ�Øùø �B���SpsS��y � su�����:¿�� z ySp`sM��ö � z p`�%y¤�Btw��tw��vMyux������Syut � �ByS��� z p`� Ë ����� z ��tw��yS��su¿`�B�*�&p`s/�B�w�*yux���qi�Bs¤� � ��yS��sS��Æ��mtwyuxª�sut��SÊ'��Â � �B�iySp }�X ÉÈ�Dý��:p`yux���s�p`sS��� � yux�� Ë �i�B��¿F�B� � �m�¬p`s9yux�� Ë sS�Sy_qi�Bs¤� � ��yS��s_t��+ö �F��� ± ��ö �F��� � yux�� Ë �i�B�¿F�B� � �/�¬p`smyux��	�S� z p`���Mqi�Bs¤� � ��yS��st��¹ö � ' � ± ��ö � ' � � �B���¾�Sp p`�H�

}F{



¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
ú ã%ô�¡#iïû�
o)p`���ut�����s��±x%r¨q�p`yux���yut z �B��ÈÇ¨q¼��sut � ���%y � �mx���sS���:q�x�r¨�St z �B�9Â � �B��yutwyVr

y
t�� � ���`� � sS��� � �`�	�:� � � z yut�p`� pB��B��p`yux���s$Â � �B�%yutwy�r

x
�_ý�ymt���ÈÇKq�� z yS��� yuxi�By

y
sS�����ByS����ySp

x
� z�z p`sS�Ktw��v:ySp

y = sin (4x + 1) + 2 cos (2x)
�

� x����&p`�w��pÅ�mtw��v±���By¤� �¤��ymxi�`� � �����åp � y¤�Btw����� � r�yux��	�ÈÇKq���sut � ����y�®
x y

−1.5 −1.0

−1.0 −1.0

−0.5 +0.3

+0.0 +2.8

+0.5 +1.1

+1.0 −1.8

+1.7 −1.0

â �/�)�B��yySp Ë ���¾� z�� su¿���pB�Dyux��/�¬p`s �
ffit (x) = sin (a1x + a2) + 2 cos (a3x)

yuxi�By � ���uy Ë yS��yux�t��m���By¤�K��� z�z p`sS�Ktw��v�ySp�yux���p`sur � tÁ�*yux�� � ���`� � sS� � ���%yS��BsS�	� z�z�� s¤�ByS������p � vFx � �� ��� �uyË ��� a1 = 4
�
a2 = 1

�
a3 = 2

��ì�p��)��¿���s � � z y � �B�_qi�Bs¤� � ��yS��sS� p � y¤�Btw����� � ��rª¿`�Bsur � � � �'ySp ��susSp`sS�	tw�� ���`� � sS� � ���%yS�Å� � x��/�ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p �%ACB�a � �S���yux��$� � � z yut�p`�D�%C�õ�ØNø ySp Ë ����yux��/p`q�yut � �B�¼¿`�B� � ���pB�*yux��/qi�Bs¤� � ��yS��sS�
a1, a2, a3

� �Sy¤�Bsuyutw��v'��sSp � yux���tw��twyut��B�¯v � ���¤�
a1 = 3

�
a2 = 0

�
a3 = 1

� � x���q�sSp`vFs¤� ��B���Sp � �S��� �K�*�+f�c gha � � � z yut�p`����ySp�q���p`y�yux�� ���By¤���¤��y��B��� yux�� Ë yuyutw��v z�� su¿��F��¡�p`yS�'yuxi�By � tw� yux�t�� z �`�¤� �yux��/qi�Bsuyut��B�*����sutw¿F�Byutw¿���� ∂f
∂a1

� ∂f
∂a2

� �B��� ∂f
∂a3

�BsS��vFtw¿���� � r
∂f

∂a1

= x cos (a1x + a2) ,

∂f

∂a2

= cos (a1x + a2) ,

∂f

∂a3

= −2x cos (a3x) ,

�B����yux�� � �S��s ~ � � q�q��wt���� � � � z yut�p`�ÈW�õ�W�ö't������ Ë �����å� z�z p`sS�Ktw��vF�wr��¦Dtwv � sS� ë��w© { �ux�pÅ���	yux�� sS��� � �wyS�	p � y¤�Btw����� � r�s � ����tw��våyux�t��	q�sSp`vFs¤� � �:â � Ë ��� a1 = 4.04 ± 0.11
�

a2 = 1.07±0.07
� �B���

a3 = 2.00±0.04
�_¡$p`yS�yuxi�ByJ�XC�õ�ØNø ���`�)� � ���ySp Ë ����¿���sur:� z�z�� s¤�ByS�$¿`�B� � ���9�&p`syux���qi�Bs¤� � ��yS��sS�

a1, a2, a3

� �B�wyux�p � vFxM�� � �S��� � �wt � twyS���M�S��ympB�D���By¤��q¼p`tw�%yS� � �B��� ��s¤�Byux���s � �`��tw��twyut��B�v � ���S����ì�p��)��¿���s � twymt����B�w�)��r¨� � ��yuyS��smySp � �S�/���Bsuv������By¤�'�¤��yS�mpB��� z�z�� s¤�ByS� � ���`� � sS� � ���%yS� � �B��� ��v�p¨p¨�tw��twyut��B�Hv � ���S���
� x���sS���`����s��ux�p � ��� � p¨�KtÁ��r�yux���tw��twyut��B�*v � ���S��tw�åyux���� � p�¿����ÈÇ�� � q���� � ySp��S����x�pÅ� � p`yux yux��	sS��� � �wyS��B����yux�� z p � q � y¤�Byut�p`� yut � � �BsS� �3À¯� z yS��� � r��j� � �`��	 tw��twyut��B�gv � ���S�Å��¦�p`s��ÈÇ�� � q���� � yusuråyux����¬p`�w��p��mtw��vz �`�S����®
©F�¹ö��%]���×�×häK#X*J8_!K,�� � 8_!K,�� � 8903,�2�t��)��¿���sur v�p¨p��±tw��twyut��B�7v � ���¤��F%yux��/�B�wv�p`sutwyux �Xz p`�%¿���suv�����s¤�Bq�t��K�wr:ySp¿���surM� z�z�� s¤�ByS�	qi�Bs¤� � ��yS��s$¿`�B� � �����
{ �¹ö��%]���×�×häK#�'"�+!&� � 2�t��/� � �`� tw��twyut��B�Dv � ���S��Fiyux�� �B�wv�p`sutwyux � ��������� 11

twyS��s¤�Byut�p`���$ySp z p`�%¿���suv�� � � � yyux���sS��� � �wyS��BsS�	�uyutw�w�¯¿���surM� z�z�� s¤�ByS�F�
çK�¹ö��%]���×�×häK#%!&�+!&� � 2	t����¿���sur � �`��tw��twyut��B�iv � ���¤��F%yux��$�B�wv�p`sutwyux � z p`��¿���suv����ySp��/s¤�Byux���s)���Bsuv���¿F�B� � �pB�

χ2
�3�&yS��s

6
twyS��s¤�Byut�p`��� � �B���Myux��/sS��� � �wyS�p � y¤�Btw�����¾�BsS� z �����Bsu�wr��msSp`��v��
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¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
T_p � �ux�p � ���¾�B���¤p yusur�ySp � p��KtÁ�&r�yux��	���By¤�'q¼p`tw�%yS�$ySp��S���/x�pÅ�Nyux��	sS��� � �wyS��BsS� �3À¯� z yS���¯�¦ip`s�ÈÇ�� � q���� �yusur±ySp��`���å�B�¾��susSp`����p � ����By¤�'q¼p`tw�%y � p`s�ySp � �S� � p`sS��� z�z�� s¤�ByS� � ���`� � sS� � ���%yS���ý�y9t��9�)p`suyux�� � q�xi�`�utwé�tw��v�yuxi�By)yux���q�sSp � ��� � pB�¼��p`� ~ �wtw�����Bs Ë yuyutw��v � ��r xi��¿�� � p`sS�$yuxi�B�±p`��� z p`susS� z y�Sp`� � yut�p`�����g¦�p`s_�ÈÇ�� � q���� � �B�:tw��twyut��B��v � ���S�9��Â � �B��ySp[ö��%]���×�×häK#%)&�+!&�64 � 2�Æ�tw���uyS���`�:pB�O#�)"�(!"� � 2%ÉD�mtw�w��vFtw¿��yux�� �¤� � ��sS��� � �wyS�/�¬p`s/yux��'qi�Bs¤� � ��yS��sS�

a1

�B���
a2

� � � y a3

t��/��pÅ� z p � q � yS��� �`�
a3 = −2.00 ± 0.04

Fyux���sS�t����p`yux�tw��v'�msSp`��v'tw�:yux�t����Sp`� � yut�p`� � �utw� z �
cos (a3x) = cos (−a3x)

�Dý���p`yux���s�)p`sS��� � tÁ�Hyux���sS�/�BsS�
� p`sS��yuxi�B��p`����Sp`� � yut�p`��� � �XC�õ�ØNø���p¨���9��p`yxi��¿��/�B�%r'�)��r�ySpD�VÊ¨��p��+	��mx�t z x±�Sp`� � yut�p`��t��9q�sS�È�¬��susS��� F¨yux���Sp`� � yut�p`� yuxi�ByL�%C�õ$Øùø:sS��y � su�������q��������$p`� yux��/tw��twyut��B�Hv � ���S���
ü ��:ô¨Ù>ý`ó
ä �By¤� �uySp`sS���5tw��¿�� z ySp`s¡÷3W�ö-ø�ön�������#��p`yMySp � �ª�Sp`suyS��� F � ���¤p`suyS��� x ~ ���By¤� � ��r � � � �¤��� � �mtwyux�p � y�3À¼� z yutw��v �B�wv�p`sutwyux � � � � ��xi��¿¨t�p`s/tw� �B�%r¾����r��	� v�p�p¨� z x�p`t z ���&p`s�yux���tw��twyut��B��v � ���S� � ö-��]���×�× � t��/pB�&yS���z s ��z t��B���¬p`s9yux�� ¥ ��¿���� � ��suv ~ ú��BsSÂ � �BsS�Ky�B�wv�p`sutwyux � ��ýÛ�¯yux��tw��twyut��B�iv � ���S�t����Û�Bs��&sSp � yux�� z p`susS� z y)¿`�B� � ��� �yux����B�wv�p`sutwyux �1� ��r��¬�Btw��ySp z p`�%¿���suv�� � p`s�twy � ��r z p`��¿���suv���ySp±�'�msSp`��v±�S��y�pB��qi�Bs¤� � ��yS��sS��� � x�� � pF�Syz p � � p`�6��susSp`s �mx���� � �utw��v yux�t��	� � � z yut�p`�6t��	ySp ��� Ë ���½õåp`suW'õ�W�öMtw� z p`susS� z yu�wrZFgyux�t��	�mtw�w� z � � �¤���u��p��z p`�%¿���suv���� z ��ySp �msSp`��v�sS��� � �wyS� � �¤p'qi��r �ByuyS���%yut�p`�å�mx����¾��� Ë ��tw��v:yux����S��� � � z yut�p`������ x��D� � z�z�� s¤� z r'	¾�-Ö�×'sS�È�&��sS�$ySp�yux�� � tw��t � twé����¾¿F�B� � ���&p`s

χ2
� ��p`y$ySp:yux���¿`�B� � ����pB��yux���qi�Bs¤� � ��yS��sS�

a
F � � � �B�w�wr � yux���sS�'t��/��p±�������ªySp z xi�B��v�� twyS�����È�¬� � �wy/¿F�B� � �F� � x����B�wv�p`sutwyux � �ux�p � ��� z p`��¿���suv��:�3�&yS��s���&����twyS��s¤�Byut�p`���'Æ � � � �B�w�wr � �����¤�myuxi�B�
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É
F�tÁ�gtwy��p�������p`y � twy�t���B� � pF�uy$� � sS�/yuxi�By�twy��mtw�w�H����¿���s z p`�%¿���suv�� �� � �'ySp��msSp`��vMtw��twyut��B�9v � ���S�S��� � p`s��msSp`��v tw��q � y	���By¤�K� � x���sS�È�&p`sS� � r�p � �mtw�w�9q�sSp � � � �wrå����¿���s��������ªySp� �S�/yux��	p`q�yut�p`�i�B�*�Bsuv ��� ����yB}$öh÷$ØNø7�
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µ½<	L M �B;'� �����3�Ð;'�ON 
�B
$��A¯�(����
QP ��BA¯�(2'���
Q Ë=dÌËtÍ ç�ñPQOçDÑR�*R
� x��/� � � z yut�p`�Iz3å3*�z�Ø��ùó��Sp`�w¿������ ��� ��sut z �B�w�wrå� Ë sS�uy ~ p`sS����s��KtÁÀ¼��sS����yut��B�*��Â � �Byut�p`�nÆ&p`s$���ur¨�SyS� � pB� Ë sS�Sy ~p`sS����sm�KtÁÀ¼��sS����yut��B����Â � �Byut�p`���ÈÉ9¿¨t�� yux��D� � ��v�� ~ Ä � yuy¤� � ��yux�p¨�MpB�H�&p � suyux p`sS����s��mtwyux¾�`���Bq�yutw¿����uyS��q��Stwé��z p`�%yusSp`�K¿¨t��¹�t z xi�BsS���Sp`� �ÈÇKyus¤�Bq�p`���Byut�p`�H�gý���p`yux���sg�)p`sS��� � twyg�Sp`�w¿������B��tw��twyut��B�K¿F�B� � �)q�sSp � ��� � � ����� z sut � ���� r N

�KtÁÀ¯��sS���%yut��B�D��Â � �Byut�p`���
dy1

dx
= f1 (x, y1, y2, . . . , yN ) ,

dy2

dx
= f2 (x, y1, y2, . . . , yN ) ,��� ��� ���

dyN

dx
= fN (x, y1, y2, . . . , yN ) ,

�B��� ���S��y	pB�
N
tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`���

y1 (xi) = C1, y2 (xi) = C2, . . . , yN (xi) = CN

� �mx���sS�
xi

t��	yux���uy¤�Bsuyutw��v:tw��yS��vFs¤�Byut�p`�åq¼p`tw�%y � �B���
C1, C2, . . . , CN

�BsS� z p`���Sy¤�B�%yS��� � x����¤p`� � yut�p`�¾t�� z p � q � yS���ª�By$� �¤��ypB��� � ySp � �Byut z �B�w�wr �¤����� z yS���
x− q¼p`tw�%yS� � �mtwyux�tw�¾yux�� � �S��s ~ �uq¼� z t Ë ���Mtw�%yS��su¿F�B� x ∈ [xi, xf ]

�
z3å3*�z�Ø��ùóªt��������utwvF�����nySpå�¤p`�w¿�� Ë sS�uy ~ p`sS����s �KtÁÀ¯��sS���%yut��B����Â � �Byut�p`�����åì�p��)��¿���s � x�twvFx���s ~ p`sS����s��KtÁÀ¯��s ~���%yut��B�_��Â � �Byut�p`��� z �B�6�B���¤p � � �Sp`�w¿���� � r � �utw��v��±�St � q���� yus¤�B���ò�¬p`s � �Byut�p`� ySp ���urK�uyS� � pB� Ë sS�uy ~ p`sS����s�KtÁÀ¼��sS����yut��B�D��Â � �Byut�p`�����$§�t � tw���Bsu�wr � �urK�uyS� � �$pB�9x�twvFx���s ~ p`sS����s/�KtÁÀ¯��sS���%yut��B����Â � �Byut�p`��� z �B� � �	�Sp`�w¿���� � ryus¤�B���ò�¬p`s � tw��v:��� z x¾�KtÁÀ¯��sS���%yut��B�D��Â � �Byut�p`�åySp��'�S��ypB� Ë sS�uy ~ p`sS����s�KtÁÀ¯��sS���%yut��B�D��Â � �Byut�p`������ � ��v�� ~ Ä � yuy¤� � ��yux�p¨�����BsS� �mt������wr � �¤���¾� � � ySp:yux���tws��
º z t���� z r��/ì$pÅ���¿���s � �ut � q����v� � ��v�� ~ Ä � yuy¤�� ��yux�p����)�mtwyux Ë ÇK�����uyS��q��utwé��$xi��¿��/�B�M� z�z�� s¤� z r:yuxi�By�����q���������p`��yux��tw��yS��vFs¤�Byut�p`� �uyS��q��utwé��F�oz3å3*�z$Ø3�ùót � q���� � ���%yS�'� � p`sS� q¼p��)��sò� � �w� � ��v�� ~ Ä � yuy¤� � ��yux�p�� � �mx���sS����t z xi�BsS���Sp`�6�ÈÇKyus¤�Bq¼p`���Byut�p`� t�� � �S��� ySpz p`�%yusSp`�myux����uyS��q��utwé�� � �Sp�yuxi�By'yux��±tw��yS��vFs¤�Byut�p`� �uyS��q�� �BsS�M�S����� z yS���!� � ySp � �Byut z �B�w�wr�� � x�t�� � ��yux�p¨�6t��x�twvFx��wr�� z�z�� s¤�ByS� � �B���:xi�`��/¿���sur'v�p¨p�� ��susSp`s z p`�%yusSp`�Û�9ý�y�t��_pB�&yS��� z p`���ut�����sS�����`�9yux�� � ��yux�p¨�:pB� z x�p`t z ��&p`s��¤p`�w¿�tw��v�p`sS�Ktw�i�BsurM�KtÁÀ¯��sS���%yut��B�*��Â � �Byut�p`��� � q�sSpÅ¿�t������¾yuxi�By�yux���rM�BsS����p`y�ÈÇKyusS� � ���wr��uyutÁÀ��

â ñK×%Øûô�ã
§�õlê�ïNìoê�Çùìwä�z3å3*�z$Ø3�ùóKåEz8S���� ÷$Ø��9§$Ø��^÷'õ,êùæ�îUT$ë�ê-ëYì´æ$ê
íZîNï�ð'ñ,ò

tw�%yS��vFs¤�ByS���/yux����KtÁÀ¼��sS����yut��B����Â � �Byut�p`��Æ&�ûÉ��� Ë ����� � r yux���� � � z yut�p`�)z=S�����sSp � x =
÷$Ø'ySp

x =
÷'õ � �mtwyuxtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`��Æ&�ûÉ�§'ä�§$Ø¨��ýVy�sS��y � su���±yux�� ¿F�B� � �¾pB��yux�� � � � z yut�p`��Æ&�ûÉ � §'õ � �By±yux��¾�����¸q¼p`tw�%y � �B��� �p`q�yut�p`�i�B�w�wr � ��¿�� z ySp`s�÷'Ö � z p`�%y¤�Btw��tw��v yux��

x− ¿`�B� � ��� �S����� z yS��� � r yux�� �B�wv�p`sutwyux � � �B���¸� � �ByusutÁÇh§�Ö �z p`�%y¤�Btw��tw��v�yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v	� � � z yut�p`��¿`�B� � ��Æ&�ûÉ
F�yux�� Ë sS�uysSp��5pB�O§�Ö z p`�%y¤�Btw���yux���¿F�B� � ���_pB�¯yux�� Ë sS�Sy� � � z yut�p`� �By�yux���tw��yS��vFs¤�Byut�p`� q�p`tw��yS�¹÷'Ö � yux��'�S� z p`���¾sSpÅ� z p`��y¤�Btw���/yux�� z p`susS���uq�p`���Ktw��v�¿F�B� � ����¬p`s�yux���S� z p`��� � � � z yut�p`� � �B���n�Sp¾p`�H� � x��:� � � z yut�p`� z=S��å�ux�p � ��� � �:�msutwyuyS��� � r yux�� � �S��s � �B���n��� Ë ������yux��sutwvFx%y ~ xi�B��� ~ �ut�����pB�Hyux����KtÁÀ¯��sS���%yut��B�H��Â � �Byut�p`��Æ&�ûÉ�ySp � ��Sp`�w¿����¯� � x��/�Bsuv ��� ���%yw§�Ø�t��m�	¿�� z ySp`s���� Ë ��tw��vyux�� ¿F�B� � �:pB�myux�� � � � z yut�p`��� �By[÷'ä�÷�Ø�� � x��±�Bsuv ��� ����yS��×�ö � � � �hÖ�× � �B����}�ö-÷$Øùø �BsS�:p`q�yut�p`�i�B�Û®�×-ö � �t��� � p�p`�����B�¾�Bsuv ��� ����y$yuxi�By z p`�%yusSp`���$�mx���yux���syux���tw��yS��vFs¤�Byut�p`���uyS��q����mtw�w� � ���¤��¿���� p`s��p`y Æ&���È�¬� � �wy�®õ�ö'Ù�×-��É
F¨tÁ�D�S��y�ySpvø��3]�� � yux��/¿�� z ySp`sB÷'Ö±�B����yux�� � �ByusutÁÇj§'Ö��mtw�w� � ��sS��y � su�����¯� �-Ö�× ��� Ë �����myux��/�����utwsS���� z�z�� s¤� z r Æ&���È�¬� � �wy�®
10−6

É � �B���v}$öh÷�Øùø ��� Ë �����_yux�� � �3Ç¨t � ��� � ��� � ��spB�¼tw�%yS��vFs¤�Byut�p`�:q¼p`tw�%yS��Æ&���È�¬� � �wy�®
1000

ÉÈ�
ú ã%ô�¡#iïû�åÕ�V â Ú�ï WKßw×'��ô óÈñ�óûØG�� ÚKõYX�ÙÛóûØ[ZòÚ�ÙÛÜ��KÙ�Ü7ß\o��Ù���×%ØÈßàô�ïZ��]¼Ý�ô�ØÈßàÚ�×�ó
o)p`���ut�����s�yux���tw��twyut��B��¿`�B� � �/q�sSp � ��� � ����� z sut � ��� � r�yux��	�urK�uyS� � pB�g�KtÁÀ¯��sS���%yut��B�D��Â � �Byut�p`���

dy1

dx
= −3xy2

1 +
y2

1 + x3
,

} ÿ
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dy2

dx
= y1 −

xy2

5
,

�B���6yux���tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`���
y1 (0) = 0.5

�B���
y2 (0) = 1.5

��â �����B�%y'ySp Ë ��� yux��:�Sp`� � yut�p`� � y1 (x)
�

y2 (x)
� �¬p`s

x ∈ [0, 5]
� � x��:�ÈÇ�� � q����±q�sSp`vFs¤� � p���÷<^�� b ¡�_ � �¤���	yux�� � � � z yut�p`�£zKå�*�z�Ø��NóåySpå�Sp`�w¿�� yux��q�sSp � ��� � � � x��/�B�wv�p`sutwyux � �S����� z yS�m��� ��� � ��s�pB�*�Bq�q�sSp`q�sut��ByS�/tw��yS��vFs¤�Byut�p`�Mq�p`tw��yS�)��sSp � x = 0

ySp
x = 5

�â � �S��yD×-ö � ��×Nø��-Ö�×hä�ø��3]�� � �Sp tw��yS��vFs¤�Byut�p`�åq¼p`tw�%yS���BsS�	�uySp`sS���MySp:yux���¿�� z ySp`s�÷'Ö�F�yux��	�¤p`� � yut�p`���By�yux����S�q¼p`tw�%yS�t����uySp`sS���Mtw�Myux�� � �ByusutÁÇv§'Ö7�
���%®%]�Øù���,år¯��%��E'Ö�Ù'|hø�°�ß�Ù'|hø���öhø�ö�¯B��¯�����E�°-z3å3*�z$Ø3�ùó�¯-ò
Ù�|��hö'Ù õ�]�ÚY�ùø$Ø-|hÚ z8S��låE÷O�_§´ò
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õ�|-� Ø�� � ØNÚ ØNÖ�ö�ØN��×Wå+§�òhW�|�Ö'�$ØNÚ�ø\å�Ø�� � ò��hÚKW
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tw�%yS��vFs¤�Byut�p`�±q�p`tw��yS�Æa9�÷'Ö'ä3)3!30 � ÷�Ö ����� ä3! � ÷�Ö � )�!K0 � äK,%ÉÈ� � x��m¿F�B� � ����pB� y1 (x)

�By�yux����S�tw��yS��vFs¤�Byut�p`�Mq�p`tw��yS���BsS�$�SySp`sS���:tw��yux�� Ë sS�SysSpÅ�#pB�Hyux�� � �ByusutÁÇì§'Ö � �B���:yux���¿F�B� � ���pB� y2 (x)
�BsS���uySp`sS���tw��yux��/�S� z p`���±sSp��	� � x�� �K�*�+f�c gha � � � z yut�p`�{ß�Ù�|hø3��ö-ø�ö t�� � �S���:ySp��ux�pÅ�5yux��$sS��� � �wyS�)vFs¤�Bq�x�t z �B�w�wr�� � x�tw��wtw��� z p`susS���uq�p`�����ySp

y1 (x)
� �B���Myux�t z Ê��wtw��� z p`susS���Sq�p`�����ySp

y2 (x)
�

ú ã%ô$¡#�ï �MíbV â Ú�ïcW¨ß�×��ªô ó
��ÞFÚ�×�Ü�ZuÚ�ÙÛÜ���Ù�Ü7ß\\�KÙt�K×%ØÈßàôiï´��]¯Ý�ô%Ø�ßðÚ�×
o)p`���St�����syux����S� z p`��� ~ p`sS����s��KtÁÀ¼��sS����yut��B�*��Â � �Byut�p`�

d2y

dx2
= xy − y

dy

dx
,

�mx�t z x ��� �uy � �$�Sp`�w¿����±�mtwyux�sS���uq�� z y)ySp yux��tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`��� y (−1) = 0
�B��� dy

dx

∣

∣

∣

x=−1
= 2
�_§¨��yuyutw��v

y1 = y
�B���

y2 = dy
dx

yus¤�B���ò�&p`s � ��yux�t����Â � �Byut�p`� ySp
dy1

dx
= y2,

dy2

dx
= xy1 − y1y2.

� x�� tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`���±�BsS����pÅ�X�msutwyuyS���5�`�
y1 (−1) = 0

�
y2 (−1) = 2

� � x���sS�È�¬p`sS� � yux�� q�sSp � ��� �xi�`� � �����6sS��� ��z ���nySpª�¾�Sr¨�uyS� � pB� Ë sS�uy ~ p`sS����s'�KtÁÀ¼��sS����yut��B����Â � �Byut�p`���Å�ª§¨p`�w¿¨tw��vªyux�t�� q�sSp � ��� � � �utw��v
zKå�*�z$Ø��Nó t��'��pÅ�1�uyus¤�BtwvFx%yò�¬p`su�)�BsS�¯� � x�� �ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p��U÷`^�� b ¡1d �ux�p���� x�pÅ�Xyux���q�sSp � ��� � t���¤p`�w¿����¯�Kz3å3*�z$Ø3�ùó��S����� z yS�$��� ��� � ��s$pB�9�Bq�q�sSp`q�sut��ByS�	tw�%yS��vFs¤�Byut�p`��q¼p`tw�%yS���&sSp � x = −1

ySp
x = 3

�¦*twv � sS�)ë��w© � �ux�p����*yux��sS��� � �wyS�gp � y¤�Btw����� � r�s � ����tw��v/yux�t��*q�sSp`vFs¤� � �gý���yux�t��D�ÈÇ�� � q���� � yux����B�wv�p`sutwyux �xi�`���¤����� z yS���
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tw��yS��vFs¤�Byut�p`��q�p`tw��yS�)�BsS�$�uySp`sS����tw�±yux�� Ë sS�uysSp�� pB�¯yux�� � �ByusutÁÇ�§�Ö � �B����yux��¿`�B� � ���pB�¯yux������sutw¿F�Byutw¿�� dy

dx�BsS�$�uySp`sS����tw�±yux���S� z p`���:sSp��	��ý���yux���vFs¤�Bq�x�t z �B��sS��q�sS���S����y¤�Byut�p`��pB�¯yux��sS��� � �wyS� � yux�tw�±�wtw��� z p`susS���uq¼p`�����ySp
y (x)

� �B��� yux�t z Ê��wtw��� z p`susS���uq¼p`������ySp dy
dx

�

¦Dtwv � sS��ë��w© � ®��$��� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r±yux����ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p��U÷`^�� b ¡1d �

ü ��:ô¨Ù>ýFó
� x����uy¤�Bsuyutw��v�tw�%yS��vFs¤�Byut�p`�Mq¼p`tw�%y

x =
÷�Ø������������p`y)ySp � �������S�yuxi�B� x =

÷'õ7�lT_p ��z �B���B���¤p�sS��¿���sS�S�yux���KtwsS� z yut�p`�6pB�tw�%yS��vFs¤�Byut�p`� � � rª�S��yuyutw��v¡÷�Ø >
÷'õ7� � x�t���t��/qi�Bsuyut z�� ���Bsu�wr � �S�È� � �g�mx���� tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`����BsS�	Ê���pÅ�m�å�By�yux���sutwvFx�y�����Mq¼p`tw�%ypB�gyux�����p � �Btw�H�o)p � q � y¤�Byut�p`� yut � � t��/y�r�q�t z �B�w�wr �±�¬��� �S� z p`�������'ýV� � pF�Sy z �`�S��� � z3å3*�z�Ø��ùóåt��/q�pÅ���sò� � �����p � vFx ySpsS��y � su� �:sS��� � �wy��mtwyux �B�ª� � �Sp`� � yS�'��susSp`s ����z x �����S��yuxi�B�åyux��'�����utwsS��� � z�z�� s¤� z r�� ä p`�W� y � ��� � suq�sut��S���tÁ�9r�p � v���y��'sS��� � �wy�mtwyux �B��� � �Sp`� � yS� ��susSp`s$pB�_p`sS����s ∼ 10−9

p`s$�����S� � �B�wyux�p � vFx�yux��	q�sS���¤��y�� z�z�� s¤� z r �
10−6

� �)�`� � �¤���¯�6ì�p��)��¿���s � yux�� �B�wv�p`sutwyux � � ��r ������� � �B��r6tw��yS��vFs¤�Byut�p`�Ãq¼p`tw�%yS� � ���uq�� z t��B�w�wrntÁ�yux��tw��yS��vFs¤�Byut�p`�åtw��yS��su¿`�B�*t������Bsuv��F�_ý��Myux�t�� z �`�S� � r�p � � ��r��������MySp sS��� ��z ��� z�z�� s¤� z r � �hÖ�× � p`smtw� z sS���`�S��yux��� �3ÇKt ����� � ��� � ��s�pB��twyS��s¤�Byut�p`��� � }�ö-÷$Øùø��¡�p`yS�	yuxi�By � tÁ�&×-ö � ��t��$�¤��y�ySpjø'��]�� � r�p �åz �B����p`y/�S��y+}$öh÷�ØùøySp±��¿���sur����Bsuv��	� ��� � ��s � � � �/ySp � � � p`sur z p`���Syus¤�Btw�%yS���ýVy�t����p`suyux#� � q�xi�`�utwé�tw��v yuxi�By:�¤��yuyutw��v ×�ö � ��ä�ø'��]�� t�� � �S�È� � �p`���wr tÁ�/r�p � �������Ã�B�w��tw��yS��s � ���Kt��ByS�sS��� � �wyS� � tÛ� �F� � yux��)¿`�B� � ��Æ&�ÈÉ�pB�7yux��_� � � z yut�p`��Æ&�ûÉD�By���� z x tw��yS��vFs¤�Byut�p`��q�p`tw��y��gýÛ��r�p � p`���wr���������yux����Sp`� � yut�p`��By�yux�������� q¼p`tw�%y � ÷�ä�÷'õ � r�p � �ux�p � ���6��p`y'�¤��¿��±tw�%yS��s � ���Kt��ByS�M�uyS��q��Å� � x�t����)��r � �¾���Bsuv���� � p � �%y pB�� � � p`sur t��g�¤��¿���� � �B����r�p � z �B�'�Sp`�w¿��)q�sSp � ��� � �gyuxi�ByD������� �¿���sur����Bsuv��)� ��� � ��s9pB�7tw�%yS��vFs¤�Byut�p`� q¼p`tw�%yS���� ·a�%µ��¯ºg¹$µ¼®���÷<^�� b ¡gf �
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� x���� � � z yut�p`�È�hó�|�|-ø±�Sp`�w¿������ yV�)p ~ q�p`tw��y � p � �����Bsur±¿F�B� � �/q�sSp � ��� � � ����� z sut � ��� � r Æ¬��É����ur¨�SyS� � pB� NË sS�Sy ~ p`sS����s$�KtÁÀ¯��sS���%yut��B�*��Â � �Byut�p`��� �

dy1

dx
= f1 (x, y1, y2, . . . , yN ) ,

�F{



¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
dy2

dx
= f2 (x, y1, y2, . . . , yN ) ,��� ��� ���

dyN

dx
= fN (x, y1, y2, . . . , yN ) ,

Æ � É � �S��y�pB� Ni � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`�����By x = xi

� �B��� Æ z É�� �S��y�pB�
Nf � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`�����By

x = xf

� �mx���sS�
xi

�
xf

�BsS��yux��'���È�&y��B���åsutwvFx�y������ªq¼p`tw�%yS�	pB�)yux��'tw�%yS��vFs¤�Byut�p`� tw��yS��su¿`�B� � sS���uq�� z yutw¿����wr��
� x��ySp`y¤�B�¼� ��� � ��s�pB� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`��� ��� �uy � �$��Â � �B�¼ySp�yux���� ��� � ��s�pB���KtÁÀ¼��sS����yut��B�H��Â � �Byut�p`��� �tÛ� �F� �

Ni + Nf = N
��$�wyS��su�i�Byutw¿����wr � p`���$p`s � p`sS�$�KtÁÀ¯��sS���%yut��B�H��Â � �Byut�p`����pB��yux����S� z p`����Æ&p`s)x�twvFx���sûÉp`sS����s z �B� � ��Sp`�w¿���� �q�sSp�¿¨t������ yuxi�By	yux���r z �B� � � z p`�%¿���suyS��� ySp¾���urK�uyS� � pB� Ë sS�Sy ~ p`sS����s �KtÁÀ¯��sS���%yut��B���Â � �Byut�p`�����Ð�-ó�|'|hø¾t����p`y'sS���uyusut z yS��� ySp �ut � q���� ä twsut z x�����y:p`s ¡�� ��� �B��� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`����F � p`sS� z p � q��wt z �ByS�����$p � tw�� p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`���/�BsS���B���Sp��B�w��p��)���¯�� x�t���� � � z yut�p`� t��	�B� t � q���� � ���%y¤�Byut�p`�6pB�)yux��'����w� ~ Ê¨��p��m� �Y�����-�À�¥�=hI���q�¥����� �¬p`s��Sp`�w¿�tw��v � p � �����Bsur¿`�B� � � q�sSp � ��� � � � x���� z ��twyS��i� � �F� � x��'�ux�p¨p`yutw��v � ��yux�p¨�åt��$twyS��s¤�Byutw¿�� � �B���åtwy�t���mt������wr � �S��� �¬p`stwyS��
º z t���� z r¾�B��� �uq¼�����¯�¢��S���Mq�sSp`q¼��su�wr � �-ó�|'|hø�t��$� � ���	ySp:�Sp`�w¿��	�Kt�º z�� �wy � p � �����Bsur�¿F�B� � �	q�sSp � ��� � �$tw���s¤�Byux���s'�ux�p`suy z p � q � y¤�Byut�p`� yut � � � �B��� �mtwyux6x�twvFx � z�z�� s¤� z r�� ì�p��)��¿���s � yux���sS���`����s'�ux�p � ��� sS���B�wtwé��yuxi�By��Sp`�w¿�tw��v � p � �����Bsur¾¿F�B� � �'q�sSp � ��� � �/t��	� ¼P�
�
� z p � q��wt z �ByS��� y¤�`�uÊ � �B���ªsS��Â � twsS���	�±���Bsuv�� � � p � �%ypB� z p � q � y¤�Byut�p`�����$�-ó�|�|-ø±t��/� z p � q��wt z �ByS���å� � � z yut�p`� � �B���å�ÈÇ¨yS�����Stw¿����wr � �S���B�Vx�����¿�r'	 �K�*� � � � z yut�p`��� ��i� � ���wr�z3å3*�z�Ø��ùó	�B���u^���|X§3W��hÚ7�*�$�D� z p`���S��Â � ��� z � � �hó�|�|-ø$t�� z�� susS���%yu�wr	yux�� � pF�uy � � � p`sur ~ z p`��� ��� tw��v� � � z yut�p`�¾tw� z � � �����Mtw� �K�*� �

� x���sS���`����s��ux�p � ��� � �������BsS��yuxi�By �l�����>�{�`�¹»��>�Y»��q�Y�Ü�P±ji ç�è'è�ñ �j�h�����h�¥�W�t�j���h�Ü¼P�¾���Y�¥��»´� �B»��>�8k
�"�
�v±�P���>�P�Y�¥�Ü�)�P���¥�B�q�h�Ü¼P�Y���h� l ¢q���Ü�K»��E�=k
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� �'���§��»´�E�Y»��
�Y�Ü� ��¦ � suyux���sS� � p`sS� � �hó�|�|hø z �B� � � z �B�w�����tw� � �B��r¾����rK� � ����q������Ktw��vMp`�ªyux���q�sSp � ��� � �By�xi�B��� F¼yux�t�� � ���B����yuxi�By/twyS�/�ur¨�%y¤�3Ç � ��r z p`�K� � �S��yux����p�¿¨t z � � �S��s�� o)p`���¤��Â � ����yu�wr � twy�t��:� � �Sp`� � yS���wr ��� z ���S�¤�Bsur ySp �uy � �Kr¸�B�w���ÈÇ�� � q�������q�sS���S����yS���¸tw�¸yux�t���S� z yut�p`� � �È�&p`sS�/yusur¨tw��v ySp � �S�u�-ó�|'|hø��¬p`smyux�� Ë sS�uymyut � �F�
â ñK×%Øûô�ã
§$Ø�}´Ø�×'×'ØNÚ'�&�9§$Ø´ê�Ç;ilê�ïNìoê�ÇNìwä��hó�|'|høKåEz8S���� ÷$Ø��9§$ØP�%]���×�×U�FVùÚ�ØùøO�^÷'õ��_^�|;]�ÚKWlêNæ�îUT�ë�ê�ëGì´æ�êYí îùï�ð�ñ�êNæ�ç�èhéyò

Ë ���������S��y$pB� � t��S�Stw��v:tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`��� � §�Ø�}ZØ�×�×�ØùÚ�� � �¤p yuxi�Byyux����Sp`� � yut�p`�åpB�9yux�� �urK�uyS� � pB�_�KtÁÀ¯��s ~���%yut��B����Â � �Byut�p`��������� z sut � ��� � r yux�� � � � z yut�p`�2z8S����¤�Byut�� Ë �����±�S��y�pB� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`���	�By x =
÷$Ø�B���

x =
÷�õi�9����tw�¦zKå�*�z�Ø��Nó � yux�� � �S��s ~ q�sSpÅ¿�t������ � � � z yut�p`�Iz8S����ux�p � ��� ��� Ë ����yux��/sutwvFx%y ~ xi�B��� ~ �ut�����pB�yux����KtÁÀ¯��sS���%yut��B�7��Â � �Byut�p`���9ySp � �m�Sp`�w¿����¯��§�ØN�%]���×'×�t��_��¿�� z ySp`s � ��� Ë ��tw��v�tw��twyut��B�iv � ���S�S�����¬p`s_�B�w� � t��S�Stw��vtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`������VùÚ$ØNø/t��g� � �S��s ~ ��� Ë ������� � � z yut�p`� sS��y � su��tw��v��B�w�¨tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`����F�twy ��� �Sy � � z �B�w������`�VùÚ�ØùøKå+§$Ø:]�Ú3{�Ú�|hô'Ú´ò � �mx���sS�§�Ør]�Ú3{�Ú�|Pô'Ú±t��� � z �B���Bs � tÁ�Dyux���sS��t��p`���wr�p`��� � t��S�utw��v tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� �p`s)�/¿�� z ySp`s � tÁ� � p`sS��yuxi�B��p`����tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`���m�BsS� � t��S�utw��v��"^�|;]'Ú3W t��)�B���Sp � � �S��s ~ ��� Ë �����:� � � z yut�p`� �sS��y � su��tw��vMyux�� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`��Æ&�ÈÉ/�By�yux��'�����ªpB�_yux��'��p � �Btw� pB�_tw��yS��vFs¤�Byut�p`�WFHtwy ��� �uy � � z �B�w������`��^�|;]'Ú3W\å+§�ò � �mx���sS�5§ t��)yux���¿�� z ySp`smpB��yux�� � ��Ê���pÅ�m��� � � z yut�p`���Å� � x��� � � z yut�p`�v^�|X]�Ú3W �Sx�p � ���±sS��y � su���� z �B���Bs � tÁ�9yux���sS�	t���p`���wrMp`����Ê¨��p��m� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`� �By x =

÷'õ � p`yux���su�mt��S� twy$�ux�p � ���¾sS��y � su�ª�¿�� z ySp`s � z p`�%y¤�Btw��tw��v��B�w�HÊ¨��p��m� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`���By x =
÷�õi�§¨p � � v�������s¤�B�/�ÈÇ�� � q������:�mtw�w�$x����wq � ������sS�uy¤�B���Ktw��vnx�p�� yux�� � �¤��s ~ q�sSp�¿¨t������Ã� � � z yut�p`���ÈVùÚ$ØNø¸�B���^�|X]�Ú3Wn�ux�p � ��� � �¾t � q���� � ���%yS���¯�Ó�$�S� ��� �Myuxi�By:yux���sS�ª�BsS� yux�sS�����KtÁÀ¼��sS����yut��B����Â � �Byut�p`��� � tw��¿�p`�w¿�tw��vyux�sS��� � ��Ê¨��p��m�M� � � z yut�p`���

y1

�
y2

� �B���
y3

�9¡�p�� z p`���ut�����syux����&p`�w��pÅ�mtw��v z �`�S����®
©F� � x���sS�$t��_p`���Ê���pÅ�m� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`���By x =

÷�Ø
(y1 = 0)

� �B����y��p Ê���pÅ�m� � p � �����Bsur z p`� ~�Ktwyut�p`��� � �By
x =

÷�õ
(y2 = 5, y3 = −7)

� � x��9� � � z yut�p`�vVùÚ�Øùø��ux�p � ����sS��y � su�ì#%!"�v§$Ø:]�Ú3{�Ú�|hô'Ú ����� �§�Ør]�Ú3{�Ú�|Pô'Ú � ' � 2 � �mx���sS�Ð! � ���B����yuxi�By y1 (
÷�Ø

) = 0
� §�Ør]'Ú�{�Ú�|Pô�Ú ���r� z p`susS���uq¼p`����� ySpMyux�� Ë sS�uy� t��S�Stw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� �

y2 (
÷�Ø

)
� �B����§$Ø:]�Ú�{'Ú�|hô'Ú � ' � z p`susS���uq�p`�����$ySp��S� z p`��� � t��S�utw��v�tw��twyut��B�

� ç



�9sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B� ¥ ¡$� ¿���sS�ut�p`� ©F� �F|
z p`���Ktwyut�p`� �

y3 (
÷�Ø

)
� � x���� � � z yut�p`�h^�|;]'Ú3W �Sx�p � ��� sS��y � su�ø#X§ � ' � 4;,��D§ � ) � �3.32 � � ���B��tw��v yuxi�By

y2 (
÷$Ø

) − 5 = 0
� �B���

y3 (
÷$Ø

) + 7 = 0
� ¡$p`yS�±yuxi�By �B�w� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`��� �By x =

÷�õª�BsS��msutwyuyS���å�`�
f (y1, y2, . . .) = 0

�
{ � � x���sS�M�BsS��yV�pªÊ¨��p��m� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`�Ã�By x =

÷$Ø
(y1 = 0, y3 = −2)

� �B��� p`����Ê���pÅ�m�
� p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`� � �By x =

÷�õ
(y1 = 8)

� � x���� � � z yut�p`�DVNÚ$ØNø �ux�p � ���'sS��y � su�j#�!"�D§$Ø:]�Ú3{�Ú�|hô'ÚO�
47'32 � �mx���sS�î! � ���B���yuxi�By

y1 (
÷�Ø

) = 0
� §$Ør]'Ú�{'Ú�|Pô�Ú z p`susS���Sq�p`�����$ySp�yux�� � t��S�utw��v�tw��twyut��B� z p`���Kt ~yut�p`� �

y2 (
÷$Ø

)
� �B���h4;' � ���B���/yuxi�By

y3 (
÷�Ø

) = −2
� � x�� � � � z yut�p`�N^�|;]'Ú3W �ux�p � �����ut � q��wråsS��y � su�

§ �F��� 4:/ � � ���B��tw��v yuxi�By y1 (
÷�õ

)−8 = 0
�D¡�p`yS��yuxi�By � tw�:yux�t�� z �`�S� � ^�|;]'Ú3W sS��y � su���)��� z �B���Bs � �utw� z �p`���wr�p`��� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`� t���Ê���pÅ�m���By x =

÷�õi�
çK� � x���sS��BsS�my��p Ê���pÅ�m� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`���By x =

÷$Ø
(y1 = 4, 5y2 + y3 = 1)

� �B���±p`���mÊ���pÅ�m�
� p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`� � �By x =

÷'õ
(y3 = 0)

� ý�� yux�t�� z �`�S� � yux����S� z p`��� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`�n�By
x =

÷�Ø t��/���p � tw� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`�H�mý��åp`yux���s$�p`sS��� � �� ��p���p`y$Ê���pÅ� y2 (
÷$Ø

)
p`s

y3 (
÷�Ø

)�ÈÇKq��wt z twyu�wr´F�tw���uyS���`� � �)�'Ê���pÅ�k��sS�����Byut�p`���ux�twq � ��yV������6yux�� � ��â �'xi��¿��'yV�)p¾p`q�yut�p`����®�yux�� � � ~Ê¨��p��m�Ãtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� z �B� � � �S��y ySp y2 (
÷�Ø

)
p`s

y3 (
÷$Ø

)
� ýV�Ãyux�� Ë sS�uy z �`�S� � yux���� � � z yut�p`�VùÚ�Øùø �ux�p � ���nsS��y � su�ø#X*&�D§�Ør]�Ú3{�Ú�|Pô'ÚO� � 47,�²:§�Ør]�Ú3{�Ú�|Pô'Ú�2 � �mx���sS�v* � ���B����yuxi�By y1 (

÷$Ø
) = 4

�
§$Ø:]�Ú3{�Ú�|hô'Ú z p`susS���Sq�p`�����_ySp/yux�� � t��S�utw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� �

y2 (
÷$Ø

)
� �B��� � 4;,K²:§�Ør]'Ú�{�Ú�|Pô�Ú � ���B���yuxi�By

y3 (
÷�Ø

) = 1 − 5y2 (
÷$Ø

)
� ýV�5yux��å�¤� z p`��� z �`�¤� � yux��¾� � � z yut�p`� VùÚ�Øùø¸�ux�p � ���5sS��y � su�Ö#X*��

å � 4�§�Ør]�Ú3{�Ú�|Pô'Ú´ò7°3,��v§$Ør]'Ú�{'Ú�|Pô�Ú�2 � �mx���sS�§$Ø:]�Ú3{�Ú�|hô'Ú z p`susS���uq¼p`������ySp yux�� � t��¤�utw��v�tw��twyut��B� z p`� ~�Ktwyut�p`� �
y3 (

÷�Ø
)
� �B���Uå � 4r§$Ø:]�Ú�{'Ú�|hô'Ú�ò;°�, � ���B���9yuxi�By y2 (

÷�Ø
) =

1−y3(
÷$Ø

)
5

�*â5xi�ByS��¿���s_�)� z x�p¨pF�S��`�	yux�� � t��S�utw��våtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� � yux�� � � � z yut�p`�¸^�|;]'Ú3W��ux�p � ��� �ut � q��wr sS��y � su� § � ) � � � ���B��tw��vyuxi�By
y3 (

÷'õ
) = 0

�

� �ªp � yuq � y � �hó�|�|hø�sS��y � su����yux�� � t��¤�utw��v:tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`��Æ&�ûÉ � §$Ø�}´Ø�×'×'ØNÚ'� � �mx�t z x�t��/��� z �B���Bs � tÁ�_p`���wryux���sS�	t��mp`���wr±p`��� � t��S�utw��v'tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� � p`sm��¿�� z ySp`s � tÁ�*yux���sS�	�BsS� � p`sS��yuxi�B� p`��� � t��S�utw��v tw��twyut��B�z p`���Ktwyut�p`���Å� �hó�|�|hø¸�B���SpnsS��y � su����yux���¿�� z ySp`sv§$Ø � �mx�t z x�t���� z p � q�����yS�ª�S��y�pB���Bq�q�sSp`q�sut��ByS�ªtw��twyut��B�z p`���Ktwyut�p`��� � �`� z p � q � yS��� � r'yux����ux�p¨p`yutw��v � ��yux�p¨�¯���$�gtw��z3å�*�z$Ø3�ùó � yux���p`q�yut�p`�i�B� � p�p`�����B���Bsuv ��� ���%y×�ö � � z p`�%yusSp`�����mx���yux���s)yux��tw��yS��vFs¤�Byut�p`� �uyS��q��_�mtw�w� � �$�¤��¿����±p`s)��p`y�Æ&���È�¬� � �wy�®Kõ�ö�Ù�×��%ÉÈ�gýV���S��y_ySp[ø��3]�� ��-ó�|'|hø�sS��y � su����'¿�� z ySp`s�÷'Ö � z p`�%y¤�Btw��tw��v�yux��
x− ¿`�B� � ���m�S����� z yS��� � r�yux����B�wv�p`sutwyux � � �B���å� � �ByusutÁÇv§'Ö �z p`��y¤�Btw��tw��v'yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v	� � � z yut�p`�:¿F�B� � ��Æ&�ûÉ
F�yux�� Ë sS�uy9sSpÅ�5pB��§'Ö z p`��y¤�Btw���)yux���¿F�B� � ���_pB�¯yux�� Ë sS�uy� � � z yut�p`� �By$yux�� tw�%yS��vFs¤�Byut�p`� q¼p`tw�%yS�È÷'Ö � yux�� �S� z p`����sSpÅ� z p`��y¤�Btw���/yux�� z p`susS���uq¼p`���Ktw��v�¿`�B� � ���$�¬p`syux���¤� z p`����� � � z yut�p`� � �B��� �Sp p`�H�

� x��	�Bsuv ��� ���%yS�È�-Ö�× � }$öh÷�Øùø � �B���:×Pó�|Pô±�BsS��p`q�yut�p`�i�B�Û�w�hÖ�× t�����¿�� z ySp`sm�mtwyuxMy��p ����� � ����yS��F��hÖ$× �F���t�� yux��±sS��Â � twsS���n� z�z�� s¤� z r pB��yux���tw��yS��vFs¤�Byut�p`�!q�sSp z ���S� � �B��� �hÖ�× � ' � t�� yux��:�����StwsS���n� z�z�� s¤� z r pB�myux��sS��� � �wy�� � x�����È�¬� � �wy*¿`�B� � ���H�&p`s � p`yux � z�z�� s¤� z t����Dt�� 10−6
�D§�t � tw���Bsu�wr � }�ö-÷$ØNø$t��D��¿�� z ySp`s*pB��y��p����� � ����yS��F

}$öh÷�Øùø �F��� t�� yux�� � �3ÇKt ����� � ��� � ��s pB��tw�%yS��vFs¤�Byut�p`� q¼p`tw�%yS�MÆ&���È�Û� � �wy�® 1000
É � �B����}�ö-÷$Øùø � ' � t���yux��� �3ÇKt ����� � ��� � ��s/pB��twyS��s¤�Byut�p`����Æ&���È�Û� � �wy�® 20

ÉÈ�+��p`yux:�-Ö�×��B����}�ö-÷$ØNø z �B� � �	�S��yySpbk�öX]�ø�|Xk � �mx�t z xt�����Â � tw¿F�B�����%y�ySp�yux��'���È�¬� � �wy/¿F�B� � �����¾×Nó�|Pô t��	� � p�p`�����B� �Bsuv ��� ���%y�yuxi�By z p`��yusSp`�����mx���yux���s�q�sSp`vFsS���S�pB�gyux���twyS��s¤�Byutw¿���q�sSp z ���S���mtw�w� � ���Kt��uq�����r����¾p`s���p`y�Æ&���È�Û� � �wy�®Ìø'��]��%ÉÈ�

%/ß"#�ó	õ�Ú�Ù)ó
�Kï ��Þ`ØÈß�×��ªô¡��Ú�Ú7Ü ß�×KßðØÈßàôiï$�¼Ý'��óÈó�ôi×�Ü ß"¡#¨Ù¬Ú�WKßw×'�£#��KÙ¬õVÚ�Ù :ôi×�Þ-�
ý��:v�������s¤�B� � ��v�p¨p¨� z x�p`t z �$�¬p`s9yux���tw��twyut��B��v � ���S� � §$ØN��]���×�× � t�� z s ��z t��B�7�&p`syux���ux�p¨p`yutw��v � ��yux�p¨�¯��ýV��yux��tw��twyut��B�*v � ���S�mt�� � �`� � r�p � � ��rM��� z p � ��yS��s$q�sSp � ��� � ��F7��twyux���s�yux�� z p � q � y¤�Byut�p`��yut � � � ��r � �/���Bsuv�� � p`s�-ó�|'|hø � ��rå��p`y � �'� � ���'ySp�sS��y � su� ���Sp`� � yut�p`� � �Stw� z � yux�� � �3ÇKt ����� � ��� � ��s�pB�tw��yS��vFs¤�Byut�p`� q¼p`tw�%yS� �}$öh÷�Øùø �F��� � �mtw�w� � ��q�sSp � � � �wrª�ÈÇ z ���������¯�'ý�� � ��z x z �`�S��� � tw� z sS���`�utw��v¡}$öh÷$ØNø �F��� t��/yux��'���`�uy/yux�tw��vMr�p ��Sx�p � ��� yusur���ýV���SyS���`� � yusur�ySp Ë ���¾� � ��yuyS��s�tw��twyut��B�*v � ���S���)ýÛ�gr�p � ��p`�W� y$xi��¿����B�%rM�)��rMySp���p�yuxi�By � yusurp`����p`s � p`yux pB�gyux��/�¬p`�w��p��mtw��v�yS� z x���t�Â � ���Å�

� ë



¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
©F��¢��S�¾�2�Vyusut��B��	¾s � � pB�v�-ó�|'|hø � �mtwyux sS��� ��z ����� z�z�� s¤� z r �&p`s±yux�� tw�%yS��vFs¤�Byut�p`��q�sSp z ���S� � �-Ö�× �F��� ��B���!sS��� ��z ��� � z�z�� s¤� z r �&p`s yux��MsS��� � �wy � �-Ö�× � ' � � � x�t����mtw�w�mvFtw¿��Mr�p � �ªs¤���1���Syut � �ByS�¾pB�/yux��� t��S�Stw��v tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`����� � x����5s � ���hó�|'|hø¸�Bv%�Btw� � yux�t��±yut � �¾vFtw¿¨tw��v!�`��tw��twyut��B�/v � ���S�±yux��¿F�B� � ���_p � y¤�Btw����� � r�yux��+�Vyusut��B��	ms � �H� � x�t��9yS� z x���t�Â � ��t��9yux�� Ë sS�uy9yux�tw��v	r�p � �ux�p � ������p��mx�������¿���s�Sp � ��yux�tw��v:v�p������msSp`��v�F�yux���sS�	�BsS� � �B��r z �`�¤�����mx���sS��twy�vFtw¿����� z�z�� s¤�ByS��sS��� � �wyS� � �mx�tw���	�'�Stw��vF���s � � pB�&�-ó�|'|hø��Û�Btw������ø9¿���� tÁ�ir�p � �BsS�)� � ���)ySp/p � y¤�Btw���$�¤p`� � yut�p`� � r �ut � q��wr z �B�w�wtw��vn�hó�|�|hø � � �utw��v	��Vyusut��B��	�s � ��pB���hó�|�|hø � ��r:sS��� ��z ��yux�� z p � q � y¤�Byut�p`��yut � � z p`���ut�����s¤� � �wr��o)p � qi�BsS���±ySp �	�St � q����z �B�w�)pB�n�hó�|'|høª�mtwyux x�twvFx � z�z�� s¤� z r � yux�t��	yS� z x���t�Â � �±�mtw�w�_vFtw¿��:��Â � �B�w�wr � z�z�� s¤�ByS��sS��� � �wyS� � �mx�tw���yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�åyut � ��t�� � � � �B�w�wr�sS��� ��z ��� ySp � p`sS�	yuxi�B�

50%
�

{ ��ýV�yux��'q�sSp � ��� � xi�`��p`���wr�p`��� � t��S�Stw��vMtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� � yusur�ySp½� � s¤� z Ê���yE	 yuxi�By z p`���Ktwyut�p`� � � r� �utw��v'��p`y\O � �uym�B�Mtw��twyut��B�¯v � ���S� � #-��]���×'×X2 � � � y�B��tw��yS��su¿`�B�U#3#�Ù-��]���×�×�� �'��]���×'×X232���ý���yux�t�� z �`�¤� ��-ó�|�|-ø6�mtw�w� � �S� yux�� � � � z yut�p`�o^����hÚ�ø � tw���uyS���`�ÃpB�Ð���Pô�ø�|-Ú�z � �&p`s Ë ���Ktw��v yux�� sSp¨p`y�� � x�t��±�mtw�w�� � � �B�w�wrÃsS��� ��z �åyux�� z p � q � y¤�Byut�p`��yut � �F� ¦ � suyux���s � p`sS� � yux���sS�ª�BsS� z �`�S�����mx���sS��q�sSp�¿¨t��Ktw��v¸��utw��vF���/tw��twyut��B��v � ���S� � ��r��Û�Btw� � �mx�tw���/q�sSp�¿¨t��Ktw��v��B�Mtw�%yS��su¿F�B�¯�¬p`s�yux��/tw��twyut��B�Hv � ���S�mvFtw¿����� z�z�� s¤�ByS�sS��� � �wyS�Å� � x�� � �Btw� �Kt��û�`�K¿`�B��y¤�Bv���pB�*yux�t���yS� z x���t�Â � �/t���yuxi�By�yux���sS�/t��)��p v�������s¤�B�¯����r�ySp Ë ��� �B�tw��yS��su¿`�B��#3#�Ù��%]���×�×U�^�'��]���×�×X232 � z p`��y¤�Btw��tw��v±yux�� � t��S�Stw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�H�
ýV� �Sp � � z �`�S��� � � z p � � tw�i�Byut�p`�ÃpB��yux���� � p�¿���yS� z x���t�Â � ��� z �B�nsS��� ��z ��yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�Ãyut � ����¿����� � suyux���s���ýV�m��qi�Bsuyut z�� ���Bs�q�sSp � ��� � xi�`� p`���wr p`��� � t��S�utw��v tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� � r�p �6z p � ��� � �¤�:�½�Vyusut��B��	s � ��pB� �hó�|�|hø � ySp`v���yux���s��mtwyuxM� � s¤� z Ê���yutw��v tw�%yS��su¿F�B�7�¬p`s)yux�� � t��S�Stw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�H�9ì�p����¿���s � yux�t��z p � � tw�i�Byut�p`� � � � �B�w�wr �3À¼� z yS�myux�� z p � q � y¤�Byut�p`�¾yut � �	p`���wr��u�wtwvFx%yu�wr��
ú ã%ô�¡#iïû�åÕ�V â Ú�ï WKßw×'��ô2!�Ú�Ý�×¨Ü�ô¨ÙÛñ
W%ôiï Ý��I#¨ÙÛÚ´!�ï ��po	ßðØ�� Ø:o�Ú£!�Ú�Ý�×¨Ü�ô¨ÙÛñ ÞFÚ�×�Ü7ßðØÈßàÚ�×�ó
o)p`���ut�����s�yux�� � p � �����Bsur�¿`�B� � ��q�sSp � ��� � ����� z sut � ��� � r�yux����urK�uyS� � pB�g�KtÁÀ¯��sS���%yut��B�D��Â � �Byut�p`���

dy1

dx
= sin y1 + cos y2,

dy2

dx
=

y2

x + y2
1

,

�B����yux�� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`��� y1 (0) = 0.5
�B���

y1 (3) = y2 (3)
�/â ���)�B��y:Æ¬��É�ySp Ë ����yux�� � t��S�utw��vtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� �

y2 (0)
� �B����Æ � É�ySp Ë ��� yux����¤p`� � yut�p`� � y1 (x)

�
y2 (x)

� �¬p`s
x ∈ [0, 3]

� ��w��sS��� � �wyS��ux�p � ��� � �¾� z�z�� s¤�ByS�¾ySp6�By������`�uy Ë ¿��¾��� z t � �B���KtwvFtwyS��� � x��¾�ÈÇ�� � q���� q�sSp`vFs¤� � p!; fùg'gha'_�M � �S���:yux��� � � z yut�p`�H�hó�|�|hø�ySp±�Sp`�w¿��	yux�t��$q�sSp � ��� � � �Sy¤�Bsuyutw��v:�&sSp � yux���tw��twyut��B�*v � ���S� y2 (0) = 1
� � x���sS��� � �wyS�/�BsS��ux�p��m�¾vFs¤�Bq�x�t z �B�w�wr��¡�p`yS�gyuxi�By � �utw� z �_p � sHtw��twyut��B�%v � ���S�Ht��

y2 (0) = 1
� yux���yux�twsS� �Bsuv ��� ���%y*pB���-ó�|'|høt��"# � 2���¦ � suyux���s � p`sS� ��utw� z �/��	sS��Â � twsS����sS��� � �wy$� z�z�� s¤�ByS�	ySp Ë ¿��	��� z t � �B�*�KtwvFtwyS� � � p`yuxå� z�z�� s¤� z t����$�BsS�	�¤��ymySp 5 × 10−6

�¦Dtwv � sS��ë��w©Å«	�ux�p����yux��sS��� � �wyS�_p � y¤�Btw����� � r s � ����tw��v�yux�t��_q�sSp`vFs¤� � �9ý���yux�t��)�ÈÇ�� � q���� � �hó�|�|-ø����������
6
twyS��s¤�Byut�p`���/ySp Ë ���¾yux�� � t��S�Stw��v±tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�H�/ýV��yux�� Ë sS�uy$twyS��s¤�Byut�p`� � yux�� � �S��s ~ q�sSpÅ¿�t�������tw��twyut��B�v � ���S�/t�� � �S���å�¬p`s�yux�� � t��¤�utw��vMtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� Æ�tw�ªyux�t�� z �`�S� �

y2 (0) = 1
ÉÈ� ý�� �B�w�9p`yux���s�twyS��s¤�Byut�p`��� �yux����B�wv�p`sutwyux � �S����� z yS� �B� �Bq�q�sSp`q�sut��ByS��v � ���S�/�¬p`s

y2 (0)
� � x��v���Kt�� z sS��qi�B� z r'	 �Kt��Sq�����r���� t���yux���¿`�B� � �sS��y � su����� � r�^�|X]�ÚKW	�¬p`s��� z x:v � ���S� � tÛ� �F� � twyt��_��Â � �B�iySp y1 (3)−y2 (3)

�D¡�p`yut z ��x�pÅ� yux��$�Kt�� z sS��qi�B� z r t��v���yuyutw��vM� � �B�w����s/� � �¤p`� � yS� ¿F�B� � ��� � �`��yux����B�wv�p`sutwyux � �Bq�q�sSp�� z x�����yux�� � t��S�utw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�H� � x��twyS��s¤�Byut�p`�6q�sSp z ���S� t���yS��s � tw�i�ByS���6�mx����
y2 (0)

t�� z p � q � yS��� �mtwyux � � º z t�����y � z�z�� s¤� z r#Æ�tw� yux�t�� z �`�S� �
5 × 10−6

ÉÈ�	ý��ªyux��'vFs¤�Bq�x�t z �B��sS��q�sS���S���%y¤�Byut�p`�npB�yux���sS��� � �wyS� � yux�tw� �wtw��� z p`susS���Sq�p`�����/ySp
y1 (x)

� �mx�tw���yux�t z Ê	�wtw��� z p`susS���uq¼p`�����DySp
y2 (x)

�lT_p � z �B���¤���_yuxi�Bygyux�� � t��S�utw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� t��Dtw��������� z p � q � yS���� z�z�� s¤�ByS���wr � �utw� z �
y1 (3) ' y2 (3)

� �B��� yux��	�Kt�� z sS��qi�B� z r�t�� |y1 (3) − y2 (3)| ' 6.86 × 10−12
�¡$p`yS�¾yuxi�By � tw�Ãyux�t��±qi�Bsuyut z�� ���Bs��ÈÇ�� � q���� � yux��å¿`�B� � �åp � y¤�Btw�����¸�¬p`s�yux�� � t��S�utw��v tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� t��

y2 (0) = 0.83449967576416
� � x�p`sSp � vFx z p � q � y¤�Byut�p`��� Æ � �utw��v:¿���sur¾� z�z�� s¤�ByS�'�B�wv�p`sutwyux � �/p`��� z p � ~q � yS��sûÉ9�Sx�p��5yuxi�Byyux�t��¿`�B� � �$t���� z�z�� s¤�ByS�ySp

8
��� z t � �B�¼�KtwvFtwyS����ý��±p`yux���s)�p`sS��� � ��$v���ym��sS��� � �wy)�mx�t z x

�F}
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¦Dtwv � sS��ë��w©Å«¨®��$��� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r±yux����ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p!; fùg�ghar_�M �
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¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
t�� ����z x � p`sS�±� z�z�� s¤�ByS��yuxi�B� sS��Â � ���uyS���¯� � x�t��	t�����p`y�� � suq�sut��utw��v�F��hó�|'|hø�t��	pB�&yS���6� � ��� ySpMsS��y � su� �sS��� � �wym�mtwyuxå�B�å� � �¤p`� � yS�	��susSp`s ����z x¾�����S��yuxi�B� yux��������utwsS���¾� z�z�� s¤� z r��ý��¸yux��¾�ÈÇ�� � q���� q�sSp`vFs¤� � p!; fùg�ghar_�M�� �hó�|�|høn���������

1
� tw� � yS�ª�B���

29
�¤� z p`�����:ySp z p � q � yS�¾yux��� t��S�utw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�±�B��� sS��y � su�:yux���Sp`� � yut�p`�H�gì$pÅ���¿���s � yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�±yut � � z �B� � ��sS��� ��z ���z p`���ut�����s¤� � �wr � r � �utw��v ���Vyusut��B��	±s � � pB���hó�|�|hø � �mtwyux6sS��� ��z ���!� z�z�� s¤� z t������ � x����ÈÇ�� � q����±q�sSp`vFs¤� �p!; fùg�ghar_h� t���� � p¨�Kt Ë z �Byut�p`�5pB�{p!; fùg'gha'_�M�� �mx���sS���2�Vyusut��B��	 z �B�w�/pB�v�hó�|�|hø t�� � �S���¸ySp Ë ���#� s¤������uyut � �Byut�p`�ÃpB��yux�� � t��S�utw��v tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� �

y2 (0)
� � x���s¤���1���uyut � �Byut�p`�!�¬p`s'yux�� � t��S�utw��v tw��twyut��B�z p`���Ktwyut�p`��t���uySp`sS���±tw�:yux��$¿F�Bsut�� � ���M§�ØhÙ'|Pô�� � x�����yux���� � � z yut�p`���hó�|'|hø t�� z �B�w�������Bv%�Btw� � �mtwyux�#;§�ØhÙ�|hô�2�`�myux��/tw��twyut��B��v � ���¤��� � x���sS���`����s�ux�p � ��� z p � qi�BsS��yux�t����ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � �mtwyux¦p!; fNg'gha'_�M �
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¯-ò
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�_§�ØhÙ�|hô´ò
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ß�Ù�|hø3��ö-ø�ölå>÷�ÖO�_§�ÖO�(#�!"�+)K2��1#%!"�1'&8+,�2�� ø��3]����(!"�(!"�(# � �1'�2�ò

³L´�µ�¶¸·�¹aºÈ·U»7¼�½Y»:µ�¶ËÊ�¾�À p!; fùg�ghar_h� �
¦Dtwv � sS��ë��w©�ù �ux�pÅ����yux���sS��� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r�s � ����tw��v:yux�t��mq�sSp`vFs¤� � � � x��	sS��� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r�yux��yusut��B�s � �¸�BsS���ux�p��m� tw� Ë v � sS��ë��w©�ùF�K�ª¡$p`yS��yuxi�By�yux��±yusut��B��s � �n��������� p`���wr 5

twyS��s¤�Byut�p`��� � �B���6twy t��yS��s � tw�i�ByS����Â � t z Ê��wr � � � z � � �S� � p`yuxM� z�z�� s¤� z t������BsS�$sS��� ��z ����ySp 5× 10−3
�Dâ ��v���yyux��$s¤�������uyut � �Byut�p`�

y2 raw (0) = 0.83450010143322
� �mtwyux �B����susSp`s������S�)yuxi�B�

5× 10−3
� �`�)sS��Â � twsS���¯��¦Dtwv � sS�/ë��w©�ù � �ux�p����yux��)sS��� � �wyS�9p � y¤�Btw����� � r�yux����S� z p`��� z �B�w��pB�O�hó�|'|hø � �mx���sS��yux��)tw��twyut��B��v � ���S�gt����S��ygySp y2 raw (0)

� � x�t��gt��yux�� � pF�Sy*yut � � ~ z p`��� ��� tw��v�qi�BsuyDpB�iyux��)q�sSp`vFs¤� � � �Stw� z � � p`yux'� z�z�� s¤� z t����9�BsS���S��yDySp 5×10−6
�Dì$pÅ���¿���s �p`���wr

2
twyS��s¤�Byut�p`�����BsS�:����������� � � � z � � �S��yux���tw��twyut��B�_v � ���¤�	t��	v�p¨p¨� ����p � vFx � �SpMyuxi�By�yux��±�S� z p`��� s � ��uy¤�BsuyS�m�mtwyux ��pÅ�N�Kt�� z sS��qi�B� z r � |y1 (3) − y2 (3)| ' 5.00 × 10−6

�
� � s Ë �i�B�HsS��� � �wymt�� y2 (0) = 0.83449967576410

� �mx�t z x¾t���B� � pF�uy���Â � �B�HySp'yux��/sS��� � �wy�p � y¤�Btw����� � ryux��'�ÈÇ�� � q���� q�sSp`vFs¤� � p!; fNg'gha'_�M Æ¬�B��� � z�z�� s¤�ByS��ySp
8
��� z t � �B�_�KtwvFtwyS�ÈÉÈ� ì�p��)��¿���s � yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�yut � �'�¬p`s � p`yux yux��'yusut��B���B���ªyux�� Ë �i�B� z �B�w�_pB�n�-ó�|'|hø¾t���p`���wr 42

�¤� z p`��������ý�� p`yux���s��p`sS��� � � �utw��vå�yusut��B� z �B�w�_pB�n�-ó�|�|-ø � �)���)��sS�±� � ��� ySpMp � y¤�Btw� ��¿���surª� z�z�� s¤�ByS�:sS��� � �wy � �mx�tw��� yux�� z p � q � y¤�Byut�p`� yut � �xi�`� � �����MsS��� ��z ��� ySp�� � p � y 53%
�ý��:yux�t��m�ÈÇ�� � q���� � yux���sS��t���p`���wr:p`��� � t��S�utw��v'tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�H� � x���sS�È�¬p`sS� � �� z p � �����B���¤p�� � s¤� z Ê���yE	yux�� � t��S�utw��v tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� � � r'q�sSpÅ¿�t��Ktw��v �B�:tw��yS��su¿`�B�7�mx���sS��yux�� � t��¤�utw��v	tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`���wt������ � p

� «
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Á=Â6ÃIs=t�u ÂwvKÅ+Âwvxv#y3z|{e},~'~w�,� ÁRÄXÃb��ux�;Â3vKÅ(Â3vxv=y3zE{[},~'~w���

¦Dtwv � sS��ë��w©�ùK®����� � �wyS�mp � y¤�Btw����� � r�yux����ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p!; fNg'gha'_h� �
�¤����x�p�� � s¤� z Ê���yutw��v:�)p`suÊ¨� � yusur±yux��/�¬p`�w��p��mtw��v � p��Kt Ë z �Byut�p`���Å®
©F��ý��Ãyux����ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p!; fùg�ghar_�M�� sS��q���� z ��yux��¾tw��twyut��B�/v � ���S� � # � 2 � �mtwyux�#�#�!"� � 2�2�� � x�t��� ���B���yuxi�By

0 ≤ y2 (0) ≤ 1
��ì/��¿¨tw��v�yux�t����`���Ktwyut�p`�i�B�¼tw�K�&p`s � �Byut�p`� � �hó�|�|-ø��mtw�w� � �S�yux��m� � � z yut�p`�

^����hÚ'ø Æ�tw���uyS���`� pB�$���Pô�ø�|hÚ'zKÉySp Ë ����yux�� � t��¤�utw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�H�	â5twyux�yux�t�� � p¨�Kt Ë z �Byut�p`� �yux�� z p � q � y¤�Byut�p`��yut � �mt��gsS��� ��z ����ySp
52
�S� z p`����� � ����w�i�����S��yuxi�B��yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�±yut � �m�����������

� r�yux���q�sS��¿¨t�p � ��¿���sS�ut�p`� pB���ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p!; fùg�gha'_�M �
{ ��ý��5yux�� �ÈÇ�� � q����ªq�sSp`vFs¤� � p!; fùg�gha'_h�%� sS��q���� z �ªyux��ªtw��twyut��B��v � ���S� � # � 2!�mtwyux #�#�!"� � 2�2�� � x�t��
� s¤� z Ê���yS� yux��ås¤���ü���uyut � �Byut�p`��pB��yux�� � t��S�Stw��vntw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`� � 0 ≤ y2 raw (0) ≤ 1

� ¦ � s ~yux���s � p`sS� � �)� z �B���B���Sp � s¤� z Ê���y�yux��¾tw��twyut��B�v � ���S�±tw�Ãyux��å�S� z p`��� z �B�w��pB�v�hó�|�|hø��N§�tw� z � yux��s¤��� ���uyut � �Byut�p`�
y2 raw (0)

xi�`�:�B�¸��susSp`s������S� yuxi�B�
5 × 10−3

� �)� z �B� � �S� ���i�BsusSpÅ�1tw��yS��su¿`�B��`�Myux�� tw��twyut��B� v � ���S�Mtw��yux�� �S� z p`��� z �B�w�Û� � p¸��p!yuxi�By � sS��q���� z � yux�� tw��twyut��B��v � ���S�N#;§$Ø-Ù�|hô�2�mtwyuxÖ#�#X§$ØhÙ'|Pô
47,-ÕY4:)&�_§$Ø-Ù�|hôK�K,�Õ�47)32�2�� � x�t�� � ���B����yuxi�By
y2 raw (0) − 5 × 10−3 ≤ y2 (0) ≤

y2 raw (0) + 5× 10−3
�*â5twyux�yux�t�� � p��Kt Ë z �Byut�p`� � yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�Myut � ��t�� 41

�¤� z p`����� � �mx�t z xMt���B� � pF�uym��Â � �B�¯ySp yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�¾yut � �/����������� � r:yux��/q�sS��¿¨t�p � ��¿���sS�ut�p`� pB�g�ÈÇ�� � q����/q�sSp`vFs¤� �p!; fùg�ghar_h� �*ý���p`yux���sD�p`sS��� � � z p � � tw�i�Byut�p`� pB� � p`yux �Sq�� z t��B��yS� z x���t�Â � ���g�3À¯� z yS�*yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�yut � ��¿���sur��u�wtwvFx%yu�wr��
ú ã%ô$¡#�ï �MíbV â Ú�ïcW¨ß�×��ªô2!�Ú�Ý�×�Üiô¨Ù¬ñ�W%ô�ïÁÝ'�I#¨Ù¬Ú´!iïû���o	ßðØ�� Ø���Ùt���)!�Ú�Ý�×�Ü�ô¨ÙÛñ ÞFÚ�×¨Ü7ßðØÈßàÚ�×�ó
o)p`���St�����syux�� � p � �����Bsur�¿F�B� � ��q�sSp � ��� � ����� z sut � ��� � r±yux����ur¨�SyS� � pB�g�KtÁÀ¯��sS���%yut��B�D��Â � �Byut�p`���

dy1

dx
= y1 − y2 + y3,

dy2

dx
=

x2y1 + y2

x + y2
3

,

� ù



¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
dy3

dx
= −y2

1y3 − xy2,

�B��� yux�� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`��� y3 (0) = −2
�B���

y1 (2.5) = 3
�
y3 (2.5) = 4y2 (2.5)

��â �	�)�B��y�Æ¬��É�ySp
Ë ��� yux�� � t��¤�utw��v	tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`��� � y1 (0)

�
y2 (0)

� �B���¾Æ � É�ySp Ë ����yux��$�Sp`� � yut�p`� � y1 (x)
�
y2 (x)

�
y3 (x)�&p`s

x ∈ [0, 2.5]
� �$�/tw� øgÇ�� � q����M© � �B�w��sS��� � �wyS���Sx�p � ��� � � � z�z�� s¤�ByS� ySp �By/�����`�uy Ë ¿�� ��� z t � �B�_�KtwvFtwyS�Å�� x���ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p!; fùg�gha�d-M � �S���_yux��m� � � z yut�p`�D�-ó�|'|hø�ySp��Sp`�w¿��yux�t��_q�sSp � ��� � � �uy¤�Bsuyutw��v ��sSp � yux��tw��twyut��B�Hv � ���S�

y1 (0) = 0
�
y2 (0) = 0

� � x���sS��� � �wyS�$�BsS���Sx�p��m� vFs¤�Bq�x�t z �B�w�wr��
���X®%]�Øù���lår¯��%�3E�Ö�Ù'|hø�°-ß�Ù'|hø3��öhø�ö�¯
��¯�����E�°��hó�|�|-ø
¯-ò
Ù'|��hö'Ù¤õ%]�ÚY�ùø�Øh|hÚ z=S��lå>÷��9§�ò
���hø�]'��ÚÖ#;§ ���r� 4�§ � ' � �%§ � ) � �-å>÷�±X'K²:§ ���r� �%§ � ' � ò7°,åE÷K�%§ � ) � ±;'�ò��64r§ ���r� ±X'K²:§ � ) � 4�÷�²:§ � ' � 2�-Ú3W
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³M´�µ�¶Ì·"¹aº�·U»7¼�½Y»:µ�¶üÊ�Ê
À p!; fùg�gha[d-M �
¦Dtwv � sS��ë��w©�ÿ6�Sx�p�����yux���sS��� � �wyS�Mp � y¤�Btw����� � rÃs � ����tw��v!yux�t���q�sSp`vFs¤� � � ý��5yux�t��M�ÈÇ�� � q���� � �hó�|'|hø���������

12
twyS��s¤�Byut�p`���$ySp Ë ���¾yux�� � t��S�utw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�H��ýV� yux�� Ë sS�uy�twyS��s¤�Byut�p`� � yux�� � �S��s ~ q�sSp�¿¨t������tw��twyut��B��v � ���S�'t�� � �S���6�&p`s�yux�� � t��S�utw��vªtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`���¾Æ�tw�!yux�t�� z �`�S� �

y1 (0) = 0
�
y2 (0)

ÉÈ� ýV�¸�B�w�p`yux���s±twyS��s¤�Byut�p`��� � yux��ª�B�wv�p`sutwyux � �S����� z yS�M�B�#�Bq�q�sSp`q�sut��ByS�ªv � ���S�±�¬p`s
y1 (0)

�B���
y2 (0)

� � x��I� � �3Ç�Kt�� z sS��qi�B� z r'	��Kt��uq�����r����#t��±yux�� � �3ÇKt ����� � � �Sp`� � yS�ª¿F�B� � �åpB� yux����Kt�� z sS��qi�B� z t����M¿�� z ySp`s � tÛ� �F� � twy±t����Â � �B�¨ySp
max (|y1 (2.5) − 3| , |y3 (2.5) − 4y2 (2.5)|) � � x��)twyS��s¤�Byut�p`� q�sSp z ���S�Dt��*yS��s � tw�i�ByS���'�mx���� � p`yux� t��S�utw��v tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�����BsS� z p � q � yS��� �mtwyux �����StwsS���6� z�z�� s¤� z rÃÆ�tw� yux�t�� z �`�S� �

5 × 10−6
ÉÈ��ýV� yux��vFs¤�Bq�x�t z �B��sS��q�sS���S����y¤�Byut�p`��pB�¼yux���sS��� � �wyS� � yux�tw� �wtw��� z p`susS���uq¼p`�����9ySp

y1 (x)
� yux�t z Ê���s_�wtw��� z p`susS���uq¼p`�����9ySp

y2 (x)
� �B��� yux�t z Ê����SyD�wtw��� z p`susS���uq¼p`�����*ySp

y3 (x)
� � x�� � t��¤�utw��vtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`���9�BsS�9tw��������� z p � q � yS���� z�z�� s¤�ByS���wr � �utw� z �

y1 (2.5) ' 3
� �B���

y3 (2.5) ' 4y2 (2.5)
�

� x��9¿F�B� � ����p � y¤�Btw�������&p`s*yux�� � t��S�Stw��vtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�����BsS� y1 (0) = 0.46946638871335
� �B���

y2 (0) =
−0.87898247727826

� � x�p`sSp � vFx z p � q � y¤�Byut�p`���	�Sx�p��Óyuxi�By�yux����¤��¿F�B� � �S�'�BsS�'� z�z�� s¤�ByS��ySp
6
��� z t � �B��KtwvFtwyS�������mtw�Myux���q�sS��¿¨t�p � ��ÈÇ�� � q���� � yux���sS��� � �wyS��BsS� � p`sS��� z�z�� s¤�ByS��yuxi�B� sS��Â � twsS���¯�

ý�� yux�t����ÈÇ�� � q���� � �-ó�|'|hø¾���������
4
� tw� � yS���'�B���

22
�¤� z p`�����	ySp z p � q � yS�:yux�� � t��S�utw��våtw��twyut��B� z p`� ~�Ktwyut�p`����� � x�t��$���Bsuv�� z p � q � y¤�Byut�p`�ªyut � �	t�� z � � �S��� � r �S��¿���s¤�B��sS���`�Sp`���Å®yux���sS���BsS�	y��p � t��S�utw��v:tw��twyut��B�z p`���Ktwyut�p`��� � yux���tw��twyut��B�gv � ���S�$�&p`s

y2 (0)
t���s¤�Byux���s � �`� � �B������'xi��¿��'�S��y�yux�� � z�z�� s¤� z r¾ySp 5 × 10−6

��mx�t z x t���s¤�Byux���s��ÈÇ z ���¤�utw¿����¬p`s�yux�t��'qi�Bsuyut z�� ���Bs q�sSp � ��� � � ì$pÅ���¿���s � yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�!yut � � z �B� � �sS��� ��z ��� z p`���ut�����s¤� � �wr � r � �utw��v'�¹�Vyusut��B��	�s � �±pB���-ó�|'|hø7� � x��$�ÈÇ�� � q����q�sSp`vFs¤� � p!; fùg�gha[d�� t��)� � p¨�Kt ~Ë z �Byut�p`��pB�wp!; fùg�gha�d-M�� �mx���sS���&�Vyusut��B��	 z �B�w�¼pB�w�hó�|�|-ø�t�� � �S���±ySp Ë ������s¤�������uyut � �Byut�p`�MpB�Hyux�� � t��S�Stw��vtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`��� �
y1 (0)

�B���
y2 (0)

� � x�t������Syut � �Byut�p`�åt�� � �S���ª�`�yux�� tw��twyut��B�*v � ���¤�tw� �:�¤� z p`��� z �B�w�pB�M�hó�|'|hø��

� ÿ
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³L´�µ�¶¸·�¹aº�·�»7¼�½�»7µ�¶ËÊ�×�À p!; fùg'gha[d�� �
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¥ ¡��N¿���sS�ut�p`�6©F� �F| ��sSp`vFs¤� � � ��s�� � � �B� � �B�
¦Dtwv � sS�_ë�� {F| ��ux�p����Dyux��sS��� � �wyS�Dp � y¤�Btw����� � r	yux��_yusut��B� z �B�w�¨pB���hó�|�|hø � �mx���sS�yux�� � p`yux'� z�z�� s¤� z t����9�BsS�sS��� ��z ���MySp

5 × 10−3
� � x��/yusut��B�Hs � �Mt��myS��s � tw�i�ByS���å�3��yS��s

9
twyS��s¤�Byut�p`��� � r�t������Ktw��v yux��/s¤���N���uyut � �Byut�p`���

y1 raw (0) = 0.46968061295141
�B���

y2 raw (0) = −0.8791822077858
� �mx�t z x��BsS�$�uySp`sS���:tw�±yux���¿�� z ySp`s

§$Ø-Ù�|Pô¼��¦Dtwv � sS� ë�� {F|`� �Sx�p����	yux���sS��� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r�yux��:�S� z p`��� z �B�w�pB�n�hó�|'|hø � �mx���sS� yux�� tw��twyut��B�v � ���S��t���S��y9ySp§�ØhÙ�|hô � �B��� � p`yux�� z�z�� s¤� z t����)�BsS�$�S��y9ySp 5×10−6
� � ���wr 2

twyS��s¤�Byut�p`���)�BsS������������ � �utw� z �yux���tw��twyut��B�Dv � ���S��t��$v�p�p¨�¾����p � vFx � �Sp:yuxi�By/yux�� �S� z p`���ås � �ª�uy¤�BsuyS��mtwyuxª��pÅ� � �3ÇKt ����� �Kt�� z sS��qi�B� z r �
max (|y1 (2.5) − 3| , |y3 (2.5) − 4y2 (2.5)|) ' 2.14 × 10−4

�

Á=ÂzÃbs8t�u�Â3vKÅ(Â3vxv#ywz|{[},~'~w��� ÁRÄXÃb��ux�;Â3vKÅ(Â3vv=ywz|{e}U~'~w���

¦Dtwv � sS��ë�� {F| ®��$��� � �wyS��p � y¤�Btw����� � r�yux����ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� � p!; fùg'gha[d�� �
� x�� Ë �i�B�*¿`�B� � �����&p`smyux�� � t��S�utw��v�tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`�����BsS� y1 (0) = 0.46946628535074

�B���
y2 (0) =

−0.87898230917155
� � x����S��¿F�B� � �����BsS���B� � pF�uy���Â � �B�*ySp±yux�pF�S�'p � y¤�Btw����� � r yux��'�ÈÇ�� � q�����q�sSp`vFs¤� �p!; fùg�gha�d-M ��ýV�:�¬� z y � yux���r±�BsS����¿���� � p`sS�/� z�z�� s¤�ByS� � �Stw� z �yux�p`sSp � vFx z p � q � y¤�Byut�p`�����ux�pÅ� yuxi�By � t��S�Stw��vtw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`��� �BsS��� z�z�� s¤�ByS�±ySp

9
��� z t � �B���KtwvFtwyS��� ý��6p`yux���s��p`sS��� � � �utw��vª�Myusut��B�)s � �6pB�î�-ó�|'|hø��p�������p`y/sS��� ��z ��� z�z�� s¤� z rZF�p`�ªyux�� z p`�%yus¤�Bsur � yux���� z�z�� s¤� z r�pB�yux���sS��� � �wyS� � ��r � � t � q�sSp�¿���� Æ¬�`�/tw�yux�t���ÈÇ�� � q����ÅÉÈ� � x�� z p � q � y¤�Byut�p`��yut � ���¬p`s � p`yuxåyux���yusut��B�D�B���¾yux�� Ë �i�B� z �B�w��pB�5�hó�|�|-ø±t�� 1

� tw� � yS� �
44
�¤� z p`����� � �mx�t z x � ���B����yuxi�By � z p � qi�BsS���M�mtwyux�yux��/�ÈÇ�� � q����/q�sSp`vFs¤� � p!; fNg'gha[d-M%� yux�� z p � q � y¤�Byut�p`�yut � ��xi�`� � �����MsS��� ��z ��� ySp�� � p � y 60%

�
ü ��:ô¨Ù>ý`ó
�hó�|�|hø�t��¯q¼p��)��sò� � �K����p � vFx�ySpxi�B���K���y�p � tw� � p � �����Bsur z p`���Ktwyut�p`��� � � ��z x��`� ay1 (

÷$Ø
)+by2 (

÷�Ø
) = c

�*ýV�p`yux���s9�p`sS��� � � p � �����Bsur'¿`�B� � �mq�sSp � ��� � ��mx���sS�m��p`y)��¿����:p`����� � � z yut�p`�:t���Ê¨��p��m���ÈÇ¨q��wt z twyu�wr��By x =
÷$Ø

z �B� � ��Sp`�w¿����¯��ì�p��)��¿���s � twy_t������w��Ê���pÅ�m�±yuxi�By+�p � tw� z p`���Ktwyut�p`�����By x =
÷$Ø	�BsS� � p`sS�B���S�����utwyutw¿��
	ySpyux���tw��twyut��B�iv � ���S�Å� � x�t�� � ���B���9yuxi�By_�Sp`�w¿¨tw��v�� � p � �����Bsur�¿F�B� � �mq�sSp � ��� � � ��r � �� z p`���St�����s¤� � �wr � p`sS��Kt�º z�� �wy'y¤�`�uÊ � tÁ��yux���sS�M�BsS�{�p � tw� z p`���Ktwyut�p`��Æ&�ûÉ��By yux����uy¤�Bsuyutw��v�tw�%yS��vFs¤�Byut�p`�!q¼p`tw�%y � �B���6yux��:tw��twyut��B�v � ���S�mt�� � �`�¯���-ó�|�|-ø±t�� � � � �B�w�wr � � ����ySp��Sp`�w¿�� � ��z x¾q�sSp � ��� � ��mtwyux�p � y/�'v�p�p¨�Mtw��twyut��B�*v � ���S� � � � y$yux��z p � q � y¤�Byut�p`� yut � � � ��r � �)���Bsuv��F�*ýV�iyux���sS�m�BsS��p`����p`s � p`sS�+�$p � tw��tw��twyut��B� z p`���Ktwyut�p`���_�By x =

÷$Ø � �mx�tw���
«¨©
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yux���sS�'�BsS�	��p��p � tw� z p`���Ktwyut�p`�����By x =

÷'õ � r�p �¾� ��r z p`���ut�����s$ySp:sS��¿���sS�S�	yux���tw�%yS��vFs¤�Byut�p`�ª�KtwsS� z yut�p`�H�ý�� �Sp � � z �`�S��� � sS��¿���sS�utw��v yux���tw��yS��vFs¤�Byut�p`�n�KtwsS� z yut�p`� � ��r vFtw¿���� z�z�� s¤�ByS��sS��� � �wyS� � ��¿���� tÁ�myux�� tw��twyut��B�v � ���¤�mt�� � �`�¯�ýVy)t��)�p`suyux � � q�xi�`�utwé�tw��v'yuxi�By � tÁ��r�p � �BsS� � �i� � ���$ySp��Sp`�w¿��/� vFtw¿�����q�sSp � ��� � � r�p � �ux�p � ��� z x�� z Ê:yux����� Ë ��twyut�p`��� pB��yux���� � � z yut�p`���jVNÚ$Øùø �B���ò^�|X]�Ú3W � �È�&p`sS�:yusur�tw��v �B�%r¨yux�tw��vª�����S�-F9��¿����!� � � �B�w����susSp`s tw�yux����¤�� � � z yut�p`���m�����`����ySp � q�sSp � ��� � �mx�t z xMt����KtÁÀ¯��sS���%ymyuxi�B�M�mxi�By�r�p � �)�B�%yS��� ySp��¤p`�w¿��F� � ��yS��� � yux�t�������Nq�sSp � ��� � z �B����p`y � ���Sp`�w¿���� � rÈ�hó�|'|hø � �ut � q��wr � � z � � �S��yux���sS�	t��m��p �Sp`� � yut�p`�H�� ·a�%µ��¯ºg¹$µ¼®(; fùg�gha �
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